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PREFATA

Prezenta culegere de probleme de matematica se adreseaza cu precadere
elevilor de liceu care urmeaza o pregatire sistematica pentru examenul de
admitere la o parte din Facultatile Universitatii Politehnica Timigoara. Cunos-
cut fiind faptul ca una dintre disciplinele fundamentale in pregatirea unui viitor
inginer este matematica, rezolvarea problemelor propuse conduce la dezvolta-
rea competentelor necesare viitorului student la Politehnica.

Problemele propuse acopera in mare masura continuturile impuse prin pro-
gramele analitice de Ministerul Educatiei Nationale. In acelagi timp s-a tinut
cont gi de manualele alternative de matematica utilizate in circuitul liceal.

Desi problemele propuse sunt de tip grila cu sase raspunsuri, doar unul
fiind corect, o parte din ele urmaresc tipurile de probleme date la probele de
matematica ale examenului de Bacalaureat din ultimii ani. Din acest motiv,
prezenta culegere poate fi utilizata si la pregatirea examenului de Bacalaureat
sau a unor concursuri gcolare.

Ca structura, cartea are cinci parti: Un rezumat al cunostintelor dobandite
la liceu, Probleme de algebra, Probleme de trigonometrie si geometrie pland,
Probleme de analiza matematica, respectiv Subiectele date la admitere in anii
2014 — 2024 cu rezolvarile integrale.

Rezumatul cunostintelor dobandite in liceu e necesar absolventilor care vin
din diverse licee cu pregatire matematica inegald. Mai mult, acest rezumat
se va dovedi util studentiilor din anul intai care vor avea astfel un punct de
referinta pentru valoarea adaugata de cursurile universitare. Problemele pro-
priu zise se regasesc in partile doi, trei gi patru ale volumului.
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ALGEBRA

Formule de calcul prescurtat
(a+b)? = a®+2ab+
(a—b)® = a®—2ab+ b
(a+b+c)’ =a®+ b+ 2+ 2ab+ 2bc + 2ca

a®—b*=(a—"b)(a+0)

a® + b% nu se poate descompune in R

a>+ v = (a—1ib)(a+ib) in C

2 —(a+b)x+ab= (v —a)(z—0b)

(a+b)° = a®+3a® + 3ab® + b

(a—b)?® = a®—3ad’b+ 3ab® — b°

a*+b° = (a+0b)(a®—ab+b?)
> —b = (a—0b)(a®+ab+b?)
2* —(a+b+c)x® + (ab+ bc+ ca) v — abe = (x — a) (x — b) (v — ¢)
"=V =(a—0b)(a" " +a" b+ a" P+ +ab" P

n termeni

a0 = (a+b) (a® —a® o+ — ab® T+ b7P)

2p+1 termeni

Progresii aritmetice si progresii geometrice

Progresia aritmetica Progresia geometrica
T a1, ..., 0y, ... o bi,by, by,
Term. gen. a, =a;+7r-(n—1) (r#0) b,=0b-¢"" (¢g#0;1)
Ratia = Qi1 — A q= blz)—:l (b, #0)
Suma Sp=a1+a+---+a, Sp=b1+bs+---+0,
Sp = W (S1=a1) Sp="b;- 11—_q; (S1=1b1)

ap—1+a /
ap = % bk = bk,1 . bk+1 (blvq > 0)
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Functii

Fie A gi B doua multimi nevide; se numeste functie definita pe A cu valori
in B orice lege de corespondenta (relatie) care asociaza fiecarui element « € A
un unic element y € B.

Notatia "f: A — B,y = f(x)” se citeste "functia f definita pe A cu
valori in B de relatia y = f ().

Multimea A este domeniul de definitie al functiei f, iar multimea B repre-
zinta domeniul de valori sau codomeniul acesteia.

Multimea Gy = {(z, f (z)) | x € A} poarta numele de grafic al functiei.

Functii bijective

Functia f : A — B este injectiva daca si numai daca (prescurtat d.d.) este
indeplinita urméatoarea proprietate:

(V) 1,29 € Adin 1 # zo rezultd f(z1) # f(22).

In practica, pentru dovedirea injectivitatii, acesta forma a definitiei poate
fi dificil de utilizat. Este preferata formularea (logic echivalenta)

(V) 21,20 € Adin f (z1) = f (x9) rezultd z; = xo.

Daca exista cel putin o pereche de elemente x1, 5 din domeniul de definitie A
cux # w8 f(x1) = f(x2), atunci functia f nu este injectiva.

Interpretarea geometrica a injectivitatic pentru functii reale (B C R) de
variabila reald (A C R) este sugestiva:

f A — B este injectiva d.d. orice dreapta paralela axei Oz prin punctele
y € B intersecteaza graficul functiei f in cel mult un punct.

Imaginea functiei f : A — B este submultimea domeniului de valori B
alcatuita din toate elementele de forma y = f () :

Im(f)={yeB| FrzecAdal y=[(2)}.

Functia f : A — B este surjectiva daca si numai daca Im (f) = B sau, altfel
spus,

(V)y € B ecuatia y = f (z) are cel putin o solutie z € A.
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Interpretarea geometrica a surjectivitatii pentru functii reale (B C R) de
variabila reald (A C R) :

f : A — B este surjectiva d.d. orice dreapta paralela axei Ox prin punctele
y € B intersecteaza graficul functiei f in cel putin un punct.

Functia f : A — B este bijectiva d.d. f este injectiva si surjectiva.

Interpretarea geometrica a bijectivitafii pentru functii reale (B C R) de
variabila reala (A C R) :

f A — B este bijectiva d.d. orice dreapta paralela axei Ox prin punctele
y € B intersecteaza graficul functiei f intr-un singur punct.

Compunerea functiilor

Fie functiile f : A — B si g : B — C definite prin relatiile y = f (z),
respectiv z = ¢ (y). Functia ce asociaza fiecarui element x din multimea A
elementul z = ¢ (f (z)) din multimea C' se numeste functie compusda si se
noteaza prin g o f. Mai precis, go f : A — C este definita prin

(gof)(x) =g (f(x)).

Evident, ordinea in care se
efectueaza operatia de com-

punere nu este aleatoare, =
ci este bine determinata:
domeniul de definitie al

functiei g (pe prima pozitie

in expresia go f) trebuie sa

coincida cu domeniul de va-

lori al functiei f (situata pe

pozitia secunda).

(ge fllz) ==z = g(fl=])

Functit inversabile

Functia f : A — B este inversabild daca existd o functie f~!: B — A ce
verifica relatiile

(fof W=y (weB) s (flof)@)=2 (ze€A).

Functia f~': B — A, z = f~! (y) se numeste inversa functiei f : A — B,

y=f(x).
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Teorema
Functia f : A — B este inversabila d.d. este bijectiva.

Interpretarea geometrica a inversabilitatii pentru functii reale:
f:ACR — B CR este inversabila d.d. orice dreapta paralela axei Ox prin
punctele y € B, intersecteaza graficul functiei f intr-un singur punct.

y==z

f—l
Graficele functiei f si a
functiei inverse f~!, repre-
zentate In acelagi sistem de
axe, sunt simetrice fata de
prima bisectoare.

(v F W) = (f(=).)

(@ f@) = (F"w)w)

]

7

Principiul inductiei matematice

Problema

Sa se arate ca propozitia P(n)este adevarata pentruoricen > ng  (ng,n € N).
Etapa I VERIFICAREA

Se dovedeste ca P(ng) este adevarata.

Etapa a-1I-a PASUL INDUCTIV
Presupunem ca P (k) este adevarata.
Demonstram, utilizand presupunerea, ca P(k + 1) este adevarata.

In final, P(no) fiind adevirati (fapt verificat la etapa I), rezulti ¢ P(ng + 1)
este de asemenea adevarata (consecinta a pasului inductiv). Mai departe,
conform pasului inductiv, §i propozitia P(ng + 2) este adevarata si aga mai
departe, P(n) este adevarata pentru orice n = ng +m, m € N.

Sume remarcabile (1)

: 1
14243440 = %
292y g = D CntD)
6
2
B+ 4+33 4. 40 = [—n-(n+1)]
2
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Permutari, aranjamente, combinari

O multime finita se numeste multime ordonata daci existd o ordine bine
determinata de dispunere a elementelor sale. Altfel spus, spre deosebire de
multime, unde nu conteaza ordinea elementelor, orice aranjare a elementelor
in alta ordine creeaza o noua multime ordonata.

P, =”numarul multimilor ordonate de n elemente distincte ce se pot forma
cu cele n elemente date.”
P,=n'=1-2-3-..-(n—1)-n, neN"

Prin conventie: 0! =1
nl=Mn-1)n (n+1D!=nl-(n+1)

A" =" numarul multimilor ordonate de m elemente distincte ce se pot forma
cu cele n elemente date, m,n € N,m <n.”

A" = n-(n—1)-(n—2)-...-(n—m+1)

n!

Am =

(n—m)!
AV =1 ; Al = n ; A" = nl

n

C)" ="numarul submultimilor de m elemente ce se pot forma cu cele n
elemente date, m,n € Nym <n.”

n-n—1)-n—=2)-...-(n—m—+1)

m!
n!
Cglzm!-(n—m)'
0 = (0o =1 Ol = Cvl = nog
o R n-n=1) ck = (onk
(formula comeinérilor complementare).
E-Ck=n.CF1 . Ck:k+1,ck+1 )
n n-1 5 Cn = o bt

Ch =izt Ch,

n
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Triunghiul lui Pascal (calculul rapid al tuturor combinarilor C},)

n=1 1\ /1 Cl
n =2 1N 2N, e 02
n=3 1 3 3 1 c,
n=4 1 4 6 4 1 C,
n=2=u 1 ) 10 10 5} 1 C;
n==06 1 6 15 20 15 6 1 G

Binomul lui Newton

(x+y)" ZC’“ n—k

Suma contine n+ 1 termeni, termenul general al dezvoltarii (cel de-al k + 1-lea
termen din dezvoltare) fiind dat de

k n—=k k
Tk-i-l = Onx "y,

unde Cf se numeste coeficientul binomial al termenului Ty, .
Sume remarcabile (2)

Suma coeficientilor binomiali:
Co+CL+C24 -+ O O = 27,

de unde rezulta ca numarul submultimilor unei multimi finite cu n elemente
este 2",

Cr—Cr+Cr—C2+Ch—Co+-- = 0
Ch+Cr4Crpdrr = 2071
Cr+Co4Co4-- = 2071

Functii cu domeniul si codomeniul multimi finite

Fie X = {xy,z0,...,2n} 1Y = {y1,99,...,yn} doud multimi cu m si
respectiv n elemente (distincte), iar f : X — Y o functie arbitrara.
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a) Numarul functiilor f: X — Y este n™.

b) Daca m < n, atunci numarul functiilor injective f: X — Y este A"
Daca m > n, atunci nu pot exista functii injective f : X — Y.

c) Daca f: X — Y este bijectiva, atunci m = n.
Dacam =mnsi f: X — Y este injectiva, atunci f : X — Y este bijectiva.
Dacam =nsi f: X = Y este surjectiva, atunci f : X — Y este bijectiva.

Numarul functiilor bijective f: X — Y este P, = nl.

In particular, o functie bijectivi o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} se numeste
permutare de gradul n. Multimea tuturor permutarilor de gradul n se noteaza
S, si contine n! elemente.

Daca i si j sunt elemente distincte din {1,2,...,n}, atunci permutarea 7;;
definita prin 7;; (i) = 4, 745 (j) = ¢ §i 755 (k) = k pentru k # i,j se numeste
transpozitie. Numarul tuturor transpozitiilor de ordinul n este C? = @ si

coincide cu numarul perechilor ordonate (i, j), cui < j, 4,5 € {1,2,...,n}.

Orice permutare ¢ de ordin n cu n > 2 se poate reprezenta ca produs de
transpozitii.

Fie i si j elemente distincte din {1,2,...,n}; perechea ordonata (i,j) cu
i < j se numeste inversiune a permutarii o daca o (i) > o (j). Numarul
tuturor inversiunilor permutérii o se noteaza inv (o) , iar sign (o) = (—1)™")
se numeste signatura (semnul) permutarii.

Permutarea o este para, respectiv impara, dupa cum signatura sa sign (o)
este +1 sau —1. In particular, orice transpozitie este o permutare impara.

Functia de gradul intai

f:R—=R, f(x)=ax+b (acR\{0}, beR)
Graficul functiei de gradul intai este dreapta y = ax + b ce taie axele de
b
coordonate in punctele <——, 0) si (0,0).
a

Solutia ecuatiei de gradul intai ax + b = 0 este abscisa punctului in care

b

graficul functiei intersecteaza axa Ox : v = ——.

Numarul a, coeficientul director al functiei %e gradul intai, este panta drep-
teli ¥y = ax + b si reprezinta tangenta unghiului 6 pe care dreapta il face cu
semiaxa pozitiva Oz, masurat in sens direct trigonometric: a = tg6.

Semnul coeficientului director a determind monotonia functiei.



16 CULEGERE DE PROBLEME

Funetia de gradul intai

a>=0 a<0

s

o
N
=
Q
|
-

Daca a < 0, functia f este strict descrescatoare: x; < zo = f (z1) > f (22).

Daca a > 0, functia f este strict crescatoare: xy < xy = f (z1) < f (22) .

b
Semnul functiei de gradul intai este constant pe intervalele (—oo, ——> si
a

(——, —|—oo); practic, semnul functiei este determinat de semnul coeficientului
a

director a.
b
T —00 —— +00
a
ar +b ‘ semn contrar lui a 0 semnul lui a

Functia de gradul al doilea

[R-R, f(z)=ar?+bzx+c (aeR\{0}, bceR)

Forma canonica a expresiei de gradul al doilea se obtine prin izolarea vari-
abilei x Intr-un péatrat perfect:

by A
. 2a 4a?

ax’+br+c=a , unde A = b —4ac.
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Graficul functiei de gradul al doilea este o parabola avand varful in punc-
b A b
tul V[ ——,—— | ¢l axa de simetrie x = ——, paralela cu Oy. Parabola
2a° 4a 2a
intersecteaza axa Oy in punctul (0, c).

Daca a > 0, varful V' este punct de minim al graficului functiei, iar daca
a < 0, atunci varful V' este punct de mazim al graficului functiei.

bl . b ) .
Intervalele [ —oo, o si 50 400 | se numesc intervale de monotonie
a a
ale functiei de gradul al doilea.

Functia de gradul al doilea

a>=0 A<0 a< 0

b Mines

NS /

Intersectia cu axa Ox depinde insa de natura solutiilor ecuatiei de gradul
al doilea az® + bz +¢=0:

i) Daca A < 0, atunci ecuatia nu are solutii reale, iar parabola (graficul
functiei de gradul al doilea) nu intersecteaza axa Ox.

b
ii) Daca A = 0, atunci ecuatia are o singura solutie reald (dubla) z = ~5g’
a

iar parabola este tangenta axei Ozx.

iii) Dacd A > 0, atunci ax? + bx + ¢ se descompune! dupd cum urmeazi:
b+ VA

2a

ecuatia are doua solutii reale distincte, x1 si w9, abscisele punctelor in care
parabola intersecteaza axa Ozx.

ar’ +br+c=a(r — ) (r —22)| unde z;5=

'Formula de descompunere riamane valabild chiar daci A < 0; in acest caz VA =
Vv — (—A) = iv/—A iar solutiile z1 5 = % V=2 gunt numere complexe.

a
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Semnul functiei de gradul al doilea este determinat de pozitia graficului (a
parabolei) fata de axa Oz. Cele gase situatii descrise mai sus evidentiaza rolul
coeficientului director a si al discriminantului A in studiul semnului. Practic,
functia de gradul al doilea are semnul coeficientului director a cu o singura
exceptie: daca discriminantul A este strict pozitiv; in acest caz, pe intervalul
situat tntre solutii, functia are semn contrar lui a.

i) Daca A < 0, atunci functia de gradul al doilea are acelagi semn pe
intreaga axa reala:

x ‘ —00 +00

ax® +bxr +c semnul lui a

ii) Daca A = 0, atunci functia de gradul al doilea are acelagi semn pe
intreaga axa reala cu exceptia unui singur punct, in care se anuleaza:

b
T ‘ o0 % —+00

ax’ +bxr+c semnul lui a 0 semnul lui a

iii) Daca A > 0, atunci functia de gradul al doilea isi schimba semnul la
trecerea prin solutii:

T ‘ —00 T To +00

semnul semn contrar semnul

ax? +bxr +c . ) .
lui a lui a lui a

Relatiile lur Viete evidentiaza legaturile ce exista intre coeficientii si solutiile
ecuatiei de gradul al doilea, indiferent daca acestea sunt reale sau complexe:

b
S = z1+x9=—-—
a

c
P = T1Xg = —.
a

Cu ajutorul sumei S = z; + 29 si a produsului P = 17y putem construi
intotdeauna ecuatia de gradul al doilea cu solutiile date xy i x5 :

> —Sx+P=0.
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Functiile modul si signum

T x>0
: R—R =lz| = ’ =
; W r@=k={ 5 2]
1, >0
sign. : R —{-1,0,1}, sign(z)= 0, z=0
-1, <0
Functia modul Funelia semn (signum)
y u
10
o 5 o ®
———)  —]

Proprietatile modululus

i) Jz|>0s |z|]=0 < =0 (modulul este pozitiv definit)

ii) il = sign (x) (x #0)

x
i) |a-z|=|al- |z (modulul este multiplicativ)
iii) |z 4yl <|z|+ |y (inegalitatea triunghiului)

iv) |zEy| > ||z - |yl

Functia modul este continua in origine fara a fi insa derivabila in acest
punct:
fo(0)=-1, f3(0)=1.
Functia semn este discontinua in origine; x = 0 este punct de discontinui-
tate de speta intai:

FOO=0)=—1, £(0)=0, f(0+0)=1.
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Functia parte intreaga

fPR=Z, f(z)=][z]
[x] este cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu x
Proprietatile partii intregi

) z—-1l<z]<z<[z]+1
i) [z+n]=n+z] (neZ)

Functia parte intreaga este discontinua in fiecare punct de abscisa intreaga:
fln=0=n-15s f(n)=f(n+0)=n

Punctele de abscisa intrega sunt discontinuitati de speta intai.
Functia parte intreaga este continua la dreapta in fiecare punct de abscisa
intreaga.

Functia parte intreaga Functia parte fractionara
Yy y
4 ]
3
L el
2 ~—
1
1 0
3 =2 =1 /yi // /7, // /
o 1 2 3 4 T 4 -3 -z -1 0 1 2 3 4 5 T
@) |
*—0 -2
*—0 =%

Functia parte fractionara

fiR=10,1), f(z)={z}
{z} = x — [z] este partea fractionara a lui

Functia parte fractionara este periodica cu perioada principala T'=1 :

{z+k}={z} (MzeR, Vkek
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Functia parte fractionara este discontinua in fiecare punct de abscisa intreaga:

f(n=0)=1si f(n)=[f(n+0)=0

Puteri si radicali

fi R=R, fi(z) =2" (k € N%)
fi]0,+00) = [0,400), flz)= Xz  (neN)

Radacina de ordinul k = 2n a numdrului pozitiv a este unica solutie pozi-
tivd a ecuatiei 2?" = a si se noteaza prin X/a.
Conform acestei definitii, pentru numerele pozitive a si z, are loc echivalenta

Wa=2 = 2"=u.

Convenim sa notam radacina patrata (radacina de ordinul al doilea) simplu
prin /- in loc de o

Observatie
Radacina de ordinul doi a numarului 4 este 2, deoarece doar una din
radacinile ecuatiei
22 =4 <= z12 = +2

este pozitivd; prin urmare v4 = +2. Exprimarea v4 = +2 este gresita in
contextul extragerii radacinii reale.

f R=R, f(z)= "z (n € N¥)

Radacina de ordinul k = 2n+1 a numadrului real a este unica solutie reala
a ecuatiei 2* = a si se noteaza prin *"/a :

o=z = 2" =a.

Definitia radéacinii de ordinul £ poate fi extinsa i in cazul numerelor nega-
tive daca indicele k este impar, k =2n+1 (n € N*).
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Functia radical de ordin doi Funetia radical de ordin trei
Y u

2

!

: ¥i : ‘
1 i i

! 1

| 4 -1

Dreapta = = 0 (axa Oy) este tangenta vericala la graficul functiei radi-
cal. Originea O (0,0) este punct de inflexiune cu tangenta verticala la graficul
functiei radical de ordin impar.

Proprietatile puterilor si radicalilor

a*=g-a-...-a (neN", aeR)
de ’n” ori
a®=1 (a€R¥)
g 1 .
ak—g (keZ , aeRY)

ai = Jav (peZ, qeN\{1} , acRy)
n/ _b:n .% , ng:{b/a b 0
“Nakm = ok Janm = a™,

V= (" V= v

Functia exponentiala
fiR=(0,00), f(x)=a"  (aeRL\{1}=(0,1)U(1,))
Functia exponentiala cu baza supraunitara este strict crescatoare:

pentru a € (1,00) : T < 1Ty = a" <a"?.
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In plus, au loc relatiile:

r < 0sgi l<a<b = a*>>b"
x> 0s l<a<b = a*<b”.

Functia exponentiala cu baza subunitara este strict descrescatoare:
pentru a € (0,1) : 1< Ty = a™t>a™.
In plus, au loc relatiile:

r < 0si0<a<b<l = a">10"
r > 0sgi0<a<b<sl = a*<b”.

Functia exponentiala

a, b € (0,1) a, b € (1,00)
a<h a<h

Proprietatile functiei exponentiale

(7) Proprietati de calcul

T

a
a*-a¥ = a*tv — = a" Y ;
a
a\<« a®
(@-b)* = a*-b" ;5 (7)) = =
b b®
1
(az)y = %Y : a~® -
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(77) Functia exponentiala este bijectiva deoarece este injectiva, adica
Ty # Ty = a® #a" (echivalent ™' =a™ = 1z = x9),
si surjectiva, adica
(V)y € (0, +00) (FzxeR al y=ad"

Prin urmare functia exponentiala este inversabild, iar inversa ei este functia
logaritmica cu aceeasi baza (vezi paragraful ce urmeaza).

(7i1) Dreapta y = 0 (axa Ox) este asimptota orizontala la graficul functiei
exponentiale. In cazul functiei exponentiale cu baza e = 2, 718 281 ..., limitele
la extremitati sunt

lim e*=0 i lim e® = 0.
r—r—00 Tr—r00

Functia logaritmica
f:(0,00) = R, f(z)=1log,z (a e RE\ {1} = (0,1) U (1,00))

Logaritmul unui numdr pozitiv x calculat in baza a (a € R}\{1}) se
noteaza log, x si reprezinta puterea la care trebuie ridicata baza a pentru a
obtine x.

Conform acestei definitii, pentru numerele strict pozitive x si a, a # 1, are
loc echivalenta

log,x =y <= a’=uz.

Logaritmii cel mai des intalniti in practica sunt logaritmul zecimal (logyg)
pentru calcule numerice si logaritmul natural (log,), cu baza e = 2, 718 281 ...,
la capitolul de Analiza matematica. Pentru simplitatea scrierii se utilizeaza
notatiile

logjgxr =1lgx si log.x=1Inx.

Functia logaritmica cu baza supraunitard este strict crescatoare:
pentru a € (1,00) : Ty <y = log,r1 <log, s .
In plus, au loc relatiile:

0<z<l g 1<a<b = log,z <log,x
r>1 g 1<a<b = log,z>log,x .
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Functia logaritmica cu baza subunitarda este strict descrescatoare:
pentru a € (0,1) : 1 < x9 = log, 1 > log, s .
In plus, au loc relatiile:

O0<zr<lsi 0<a<b<l = log,z <log,z
r>1 s 0<a<b<l = log,z>log,z .

Functia logaritmicad

a, b € (0,1) a, b € (1,00)
a<h a<b

Proprietatile functiei logaritmice

(1) Proprietati de calcul

x

log(wy) = log,o+log,y ; log, o = log,w —log.y ;

log, 1 =0 ; log,a =1 ;
1

log,(z") = rlog,x ; log,.x = —log, o ;
r

log, V/z L) log,, + 1

(0} /T = —10 T N O — = —1]0 €T

Ea n Ea ; gal_ 8a

(77) Functia logaritmica este bijectiva deoarece este injectiva,
Ty # w9 = log, x1 # log, xo (echivalent log, 1 = log, o = x1 = x3),
si surjectiva,

MyeR (Fze(0,+00) al y=log,x.
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Prin urmare functia logaritmica este inversabild, iar inversa ei este functia
exponentiala cu aceeasi baza.

a8 = g (V) z € (0,400)
log,(a¥) =y  (V)yeR

Graficele celor doua functii sunt simetrice fata de prima bisectoare.

(49i) Dreapta z = 0 (axa Oy) este asimptota verticala la graficul functiei
logaritmice. In cazul logaritmului natural, limitele la extremitati sunt

limlnzr = —co i lim lnz = cc.
z—0 T—00
x>0

(1v) Formulele de schimbare a bazei logaritmilor

log, A
logaA = IOgbA-logab ; logaA = & :
log, a

1
log,a’

log, b=

Polinoame si ecuatii algebrice
fmpdr;ﬁirea polinoamelor. Divizibilitate.

f, g € C[X] polinoame avand gradele n = grad (f) si respectivm = grad (g)

n>m = f:g=crestr wunde grad(r)<m
grad (¢) =n—m

Teorema itmpartirii cu rest
fig=crestr dd. f=g-c+r (proba impartirii)

Polinomul f este divizibil prin g daca si numai daca r = 0 (citeste: r este
polinomul identic nul sau, mai precis, coeficientii restului » sunt toti nuli).
Polinoamele f si g sunt prime intre ele daca cel mai mare divizor comun al
lor este 1 (se noteaza: (f,g) = 1).
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Teorema lui Bézout
Restul impartirii lui f prin (z — a) este r = f (a).

Daca f(a) = 0, atunci a se numeste radacind a polinomului f.

Consecinte

a) f este divizibil prin (x — a) <= f(a) =0

b) f este divizibil prin g <= toate radacinile lui g sunt radacini (cu mul-
tiplicitati identice) pentru f.

Teorema fundamentald a algebrei

Orice polinom cu coeficienti complecsi are cel putin o radacina complexa.

Consecinta
Orice polinom f = agX" + ;X" ' + -+ +a, 1 X +a, € C[X],a0 # 0, are

exact n radacini complexe xq, s, ..., x, (distincte sau nu) si prin urmare se
descompune 1n factori primi de gradul intai:

f=ao(X —x)™ - (X —x9)" - ..+ (X — xp)"™

unde nq, no, . . ., N, reprezinta multiplicitatile radacinilor distincte x1, xo, . . . , 4,
cuk <n.

Relatiile lui Viete

gr(f)=2 = [f=aX?’+ a1 X +ag, a9 #0,

f=ao(X —21)(X — 23) = apX? — ag(x1 + 12) X + apr129

ay

T + To — ——

= ao
az

€T T2 = —

Qg
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gr(f)=3 = f=aX?+aX?+aX +a3,a #0,
f = CLQ(X —331)(X — 372)(X — .%'3)

= ao X3 — ap(xy + 22 + 23) X% + ag (21709 + 1273 + 1371) X — ApT1T273

ay

$1+$2+$3 = —

ap

(45

= T1To+2ToT3+2T3x] = —
Qo

as

T1To T3 = —

Qo

gr(f)=4 = f=a X"+ a1 X3+ aaX? + a3 X + ay, a9 # 0,
f = ao(X —!L'l)(X —xg)(X —1'3)(X —ZL‘4)

= aoX* — ap(zy + 22 + 23 + 24) X3 + ap(v129 + Tow3 + - - -

( a1
l‘1+$2+l’3+5€4 = —
Qo
a2
T1To + T1X3 + T1X4 + ToX3g + Loy + T3Ty = — Q
Qo
as
T1ToT3 + T1T2x4 + T123%4 + ToT3Ty = ——
Qo
Qay
T1X2T3T4 = —
%}
. . . a2
Q@ se scrie mai convenabil:  x; 2y + 3 x4 + (1 + 22) (25 + 24) = —
Qo
. . . as
¢ se scrie mai convenabil:  x1 2o (3 + x4) + X324 (11 + 29) = ——
Qo

Tipuri speciale de ecuatii de grad superior

a) Ecuatii binome
2" —a=0

- se scrie a sub forma trigonometrica: a = r(cost + isint)
- se extrage radacina complexa de ordinul n:

v c {w(cos >|k€{0,1,2,...,(n—1)}}

t+2knm . t4+2kw
+ 7s1in
n
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b) Ecuatii bipatrate i tripatrate
z*+ar?+b=0 substitutia Tt =y

25 +ax®+b=0 substitutia =y

c¢) Ecuatii reciproce
e Ecuatia reciproca de gradul 3

ar+ba?P+br+a=0

admite solutia z; = —1.
Se aplica schema lui Horner si se obtine o ecuatie de gradul doi.
e Fcuatia reciproca de gradul 4

art+br*+cal+br+a=0

Prin impértirea cu 22

gruparea termenilor
1 1
a<x2+—2> +b<x+—> +c=0.
X i

1 1
Se face substitutia t =z + — = t? — 2 = 22 +3

Se rezolva ecuatia redusa: a (t2 —2)+bt+c= O

rezultd az? +bax + ¢ + + =3 = 0, echivalent, dupa

1
Se revine la variabila x rezolvand ecuatiile de gradul al doilea: =z + — = t;
x

) 1
1o+ — =t
x
e Ecuatia reciproca de gradul 5

ar® +bat+caP+ca’+br+a=0

admite solutia z = —1.
Se aplica schema lui Horner gi se obtine o ecuatie reciproca de gradul 4:

|a b c c b a
—1‘@ b—a —-b+a+c b—a a 0

az'+(b—a)z* +(a—b+c)a*+(b—a)z+a=0
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d) Ecuatii cu coeficienti intregi

f=0 fez[x]

apr"+a "M+ +a,=0
Radacinile intregi ale lui f se afla printre divizorii termenului liber a,,.
Réadacinile rationale se afla printre fractiile g, unde

p este divizor al termenului liber a,,
q este divizor al coeficientului director ag

e) Ecuatii cu coeficienti rationali
f=0  feQX]
a+by/q (a,b € Q, b+#0, ¢ nu este patrat perfect)
Daca x; = a + b/q este raddcina pentru f, atunci ro = a — b\/q este de
asemenea radacina pentru f, caz in care f este divizibil prin

(X —a—byq) (X —a+by/q) = (X —a)’>—bq.

f) Ecuatii cu coeficienti reali
f=0  feR[X]
a+1b (a,b e R, b+#£0)
Daca x1 = a + ib este radacind pentru f, atunci zo = a — 1 b este de
asemenea radacina pentru f, caz in care f este divizibil prin

(X —a—ib) (X —a+ib) = (X —a)*+ b
Matrice si determinanti
Matricea este un tabel de numere (reale sau complexe), numite elementele

matricei, identificate prin pozitia pe care acestea le ocupa: elementul notat a;;
se gaseste la intersectia liniei ¢ cu coloana j.

aiq e alj,l alj ale e QA1p
a;—11 .- Qi—15-1 Gi—15 Aj—1541 --- Qi—1n
A = ;1 e (lij,1 aij aijJrl e ip = [aij]lgigm .
155<n
Qi+11 -+ Qix15—-1 Qi Qip1j41 - -+ Qigln
L Om1 R 7Y | Amj Amj+1 -oo Omn .
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Matricea A este o matrice dreptunghiulara de tipul m x n deoarece are m
linii i n coloane. Se noteaza cu M, x,(R) multimea matricelor cu m linii si
n coloane cu elemente din R. Daca numarul de linii coincide cu numarul de
coloane (m = n), spunem ca A este o matrice patratica (matrice patrata) de
ordinul n. Notatia M, (R) semnifica multimea matricelor patratice de ordinul
n cu elemente din R.

Operatii cu matrice
e adunarea matricelor de acelasi tip: [a;;] + [bij] = [ai; + bi;];

e inmultirea cu un scalar a € R (sau C): « - [a;;] = [aay];
e inmullirea matricelor se realizeaza dupa regula ”linie X coloana”:

blj
ba; Ld
[ i1 Q2 ... Qp ] . .j = a;bij + aioboy + -+ - + apby; = Zailblj~
=1
bpj

inmulgirea este posibila doar daca numarul coloanelor primei matrice [a;| €
M (R) este egal cu numarul liniilor celui de-a doua matrice [by;] € Mpxn (R):

[air] - [br;] = [Z ailblj] .

=1

De exemplu, produsul matricei A avand trei linii i doua coloane (m = 3,p = 2)
cu matricea B formata din doua linii si patru coloane (p = 2,n = 4) este ma-
tricea C'= A - B cu trei linii gi patru coloane (m = 3,n = 4):

C=A-B=| ay ax bail boy bog by
asy ass

a1 @12
{M biz bis b14]

a11612 + a12b22 a11b13 + algbgg a11b14 + a12b24
= | a21bi1 + axbar  a21bia + azbay  a21b13 + a2abaz  a21b14 + a2y
a31011 + asobar  azibia + agabe  asi1bis 4 asebaz  azibia + asabos

Chiar daca se poate calcula A - B, in general B - A nu are sens. Mai mult,
in cazul matricelor patratice, desi produsele A - B si B - A au ambele sens, in
general A- B # B - A. Cu alte cuvinte, produsul matricelor patratice nu este
o operatie comutativa.



32 CULEGERE DE PROBLEME

Matricea nula 0, matricea cu toate elementele egale cu 0, este element
neutru la adunarea matricelor.

Matricea patratica de ordinul n avand toate elementele nule cu exceptia
celor situate pe diagonala principala, care sunt egale cu 1, se noteaza I, si
este numita matricea unitate de ordinul n. Matricea I,, este element neutru la
inmultirea matricelor patratice.

Determinantul unei matrice patratice este numarul (real sau complex) cal-
culat dupa regula

det A = Z sign (0) - 1o(1) - G20(2) * - - - * Gno(n)-

0ESR

Calculul unui determinant cu formula din definitie este laborioasa, neprac-
tica.
Determinantul matricelor de ordinul 2

@11 A12

= Q11Q22 — G12G21-
Q21  A22

a1 Q12 not
det =
G21  A22

Determinantul matricelor de ordinul 3

@11 Q12 A13 @11 Q12 A13
not
det | ag1 a2 ags | = | a1 Qg a | =
a31 ag2 as3 a31 ag2 as3

= (11022033 + Q13021 Q32 + Q12093031 — (13022031 + Q1102332 + A12091A33) -

In aplicatii, pentru calculul determinantului de ordinul al treilea se utilizeaza
regula triunghiurilor sau regula lui Sarrus, reguli ilustrate in figura ce urmeaza.

ail_ a2 _a13
(lg]\\\\d £ a93
(131\\\&32\ ass
a1l ey ~ais
as ~ax Sass
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Se numeste complement algebric al elementului a;; din matricea A, numarul

a1y e Q151 Q1541 c QA1p
I = 1 it+j | Ai—11 -+ Gi—1j-1 QAi—1j41 --- Qi—1n
ij = (— ) ) . ey )
Aip11 -0 Q151 Q1541 - - Gigln
Ap1 e Qpj—1 Qpj+1 e Qpn

(ce rezulta multiplicand (—1)""7 cu minorul corespunzator elementului a,;,
adica determinantul matricei obtinute prin eliminarea liniei ¢ si coloanei j din
A).

Dezvoltarea determinantulut dupa linia @ :

det A =anliy + aplip + - + aimlin.
Dezvoltarea determinantului dupd coloana j :

det A = ay;1'; + ag;l 95 + -+ - + an; Ty

Proprietatile determinantilor

1. Daca intr-o matrice A
- toate elementele unei linii (coloane) sunt nule, sau
- doua linii (coloane) sunt egale, sau
- doua linii (coloane) sunt proportionale,
atunci det A = 0.

2. Daca la o linie (coloana) a unui determinant se aduna elementele cores-
punzatoare ale altei linii (coloane) multiplicate cu un scalar, valoarea determi-
nantului ramane neschimbata.

Spre exemplu, in determinantul de ordinul trei ce urmeaza, la linia intai
este adunata linia a treia multiplicata cu « :

ail a2 a13 a1 +aazy a1z + aazy a3 + Qaasg
Q21 Q22 A23 | = a21 22 23
a3; a3z Aas3 a3y 32 33

3. Daca se iInmultesc elementele unei linii (sau coloane) din matricea A cu
un scalar «, atunci determinantul noii matrice este avdet A.
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4. Determinantul produsului dintre un scalar « si o matrice A de ordinul

det (aA) = a" det (A) .

5. Determinantul produsului a doua matrice este egal cu produsul determi-
nantilor acestora:
det (A- B) = det A - det B.

6. O matrice de ordinul n se numeste matrice triunghiulara daca toate
elementele situate dedesubtul (sau deasupra) unei diagonale sunt nule. De-
terminantul unei matrice triunghiulare este egal cu produsul elementelor de
pe diagonala principald sau (—1)" multiplicat cu produsul elementelor de pe
diagonala secundara, dupa caz.

7. Descompunerea determinantului relativ la o linie (coloana) o ilustram
in cazul particular al determinantului de ordinul trei, relativ la linia Intai:

! " i 1/ ! " / ! / " " "
ap; +ay Qg +ajp a3t ags Q. Qg Qg3 ay; Qg Qi3
21 a22 23 = | Q21 Q22 G323 |+ | Qo1 Q22 @23
a31 32 ass a31 azz2 a3s a3p ag2 as3

Trebuie subliniat ca aceasta proprietate este valabila in cazul determinantilor
de orice ordin, indiferent de linia (sau coloana) luata in considerare.

11 Q12

8. Matricele patratice de ordinul al doilea A =
Qg1 G22

] verifica urma-
toarea identitate remarcabila (Cayley-Hamilton):
A? — (Gu + CLQQ) A+ (a11a22 — a12a21) Iy = 09
sau, echivalent,
A? = tr(A)A — det(A) 1,

unde tr(A) = a1y + agy este urma matricei A.

Rangul unei matrice

Rangul unei matrice arbitrare este ordinul celui mai mare (in sensul nu-
marului de linii/coloane) determinant nenul ce se poate forma cu elementele
matricei date (fara a modifica pozitia lor din liniile/coloanele matricei). Rangul
matricei este egal cu r, notat r = rang A, daca matricea admite un minor nenul
de ordin r, iar toti minorii de ordin r + 1, daca exista, sunt nuli.

Matricea cu toate elementele nule are rangul 0.
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Daca cel putin un element al matricei A (cu m linii i n coloane) este nenul,
atunci rangul verifica inegalitatea

1 <rang A <min{m,n}.

Cum se calculeaza rangul unei matrice?

Daca A este o matrice patrata de ordinul n gi det A # 0, atunci rang A = n.

Daca A este o matrice arbitrara sau una patrata cu det A = 0, se procedeaza
in felul urmaétor:

- se fixeaza un element nenul a;; (daca este posibil chiar a,, elementul din
coltul de NV);

- se bordeaza elementul a;; cu o noua linie si o noua coloana astfel incat
determinantul de ordinul al doilea rezultat si fie nenul si se trece la etapa
urmatoare (rang A > 2); daca prin bordarea lui a;; toti determinantii de
ordinul doi rezultati sunt nuli, atunci rang A = 1 si calculul s-a incheiat;

- se repeta procedeul descris prin bordarea submatricei de ordinul 2 cu
determinant nenul obtinuta la etapa precedenta: se cauta acum un determinant
nenul de ordinul 3; daca a fost gasit un astfel de determinant, se trece la etapa
urmatoare (rangA > 3), iar daca toti determinantii de ordinul 3 construiti
sunt nuli, rangA = 2 si calculul s-a incheiat;

- procedeul poate fi repetat cel mult pana se atinge rangul min {m,n}
(respectiv n — 1 in cazul matricelor patratice).

Inversabilitatea matricelor patratice. Calculul inversei

O matrice patratica A se numeste inversabila (nesingulard) daca exista o
matrice (de acelagi ordin), notatd A~!, pentru care

A A=A A=1,.
Conditia necesara gi suficienta ca matricea A sa fie inversabila este

det A # 0.

Cum se determina inversa unei matrice A?

- se calculeaza det A: det A =0 = A nu este inversabila;
det A # 0 = A este inversabila.
- se calculeaza transpusa A" = [aj;] a matricei A = [a;;], formata cu ele-
mentele lui A prin schimbarea liniilor in coloane (pastrand ordinea lor). (Este
de remarcat identitatea det A = det A*.)
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- se calculeaza reciproca (adjuncta) A* = [[';;] a matricei A = [a;;], formata
din complementii algebrici ai elementelor transpusei A" = [a;;] .

- se determini matricea inversa A~! = *

det AT

Sisteme de ecuatii liniare

Un sistem liniar de m ecuatii cu n necunoscute are forma

a1, +a12x2+---+a1jxj+---+a1nxn = bl
;11 + A;2T2 + -+ aijxj + -+ Qin Ty = bi
Am1Z1 + AmaZa + -+ AT + -+ Q. = by,

Echivalent, sistemul poate fi exprimat sub forma matriceala A - X = B, unde
A = [a;;] reprezinta matricea sistemului si

_{171_ _bl_

X = z; |, respectiv B= | b;

| Tn L b
Este posibila numai una dintre urmatoarele situatii:
- Sistemul are solutie unica si se numeste compatibil determinat;
- Sistemul admite o infinitate de solutii si se numeste compatibil nedeter-
minat;
- Sistemul nu are solutii si se numeste incompatibil.

Cazuri particulare

Sistemul Cramer: daca A este o matrice patrata (m = n, numarul necu-
noscutelor coincide cu cel al ecuatiilor) gi det A # 0, atunci sistemul este com-
patibil determinat, unica sa solutie, exprimata matriceal, find X = A~ - B.
Acelasi rezultat se obtine aplicand regula lui Cramer:

Ay Ag A

Tl = —— To= ——— Ty = ———,
7 det A7 72 det det A
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unde determinantii Ay, k = 1,7, rezulta din A = det A prin inlocuirea coloanei
k cu coloana termenilor liberi B.

Sistemul omogen: sistemul in care toti termenii liberi sunt nuli, adica b; =
0 (z = L_m) . Sistemele omogene sunt compatibile deoarece admit cel putin
solutia (0,0,...,0), numita solutia banala.

Matricea extinsa a sistemului este matricea obtinuta prin completarea ma-
tricei A cu termenii liberi:

al a19 N AT ‘bl
A-qap) = | oo o
Am1 Qm2 ... Qmp |bm

Teorema Kronecker-Capelli

Un sistem algebric liniar este compatibil daca si numai daca rangul matricei
sistemului coincide cu rangul matricei extinse a sistemului: rang A = rang A.

Odata calculat rangul matricei A se evidentiaza determinantul principal
A,, adica ”cel mai mare determinant nenul” (relativ la numarul de coloane)
ce se poate forma cu elementele matricei A. Liniile determinantului principal
indica ecuatiile principale, iar coloanele sale, necunoscutele principale; toate
celelalte ecuatii si necunoscute sunt secundare. Subsistemul format de ecuatiile
principale este un sistem de tip Cramer, iar solutiile sale sunt chiar solutiile
sistemului initial.

Daca exista ecuatii secundare, atunci determinantul principal poate fi bor-
dat, pe linie, cu coeficienti situati in cate o ecuatie secundara, si pe coloana,
cu termeni liberi, obtinandu-se un determinant ce are ordinul cu o unitate mai
mare decat cel principal. Determinantii obtinuti prin bordare poarta numele
de determinanti (minori) caracteristici.

Teorema lui Rouché

Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca toti minorii caracteristici
sunt nuli (rang], A < m) sau dacad nu exista asemenea minori (rang A = m).

Daca sistemul este compatibil si rang A = n, atunci sistemul este compati-
bil determinat (nu exista necunoscute secundare). Daca sistemul este compa-
tibil §i rang A < n, atunci gradul de nedeterminare a sistemului este numarul
de necunoscute secundare n — rang A > 0.

Un sistem omogen admite solutii nebanale d.d. rangul matricei sistemului
este inferior numarului de necunoscute (rang A < n).
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Un sistem omogen in care numarul ecuatiilor coincide cu numarul necu-
noscutelor (m = n) admite solutii nebanale daca si numai daca determinantul
matricei sistemului este nul (det A = 0).

Structuri algebrice

Fie M o multime nevida; o lege de corespondenta ce asociaza in mod unic
oricarei perechi de elemente din M un element din M

(x,y)—»xxy: M xM—M

se numeste lege de compozitie pe M.

Simbolul * utilizat pentru a desemna elementul compus z*y este inspirat de
cele doua tipuri de legi de compozitie intalnite din zorii educatiei matematice,
adunarea (+) si inmultirea (-) . In notatie aditivi, elementul compus se noteaza
prin x 4+ y i se numegte suma, iar in notatie multiplicativa se noteaza x - y
(uneori scris pe scurt chiar xy) si se numeste produs.

Submultimea My C M se numeste parte stabild a lui M relativ la legea de
compozifie * daca pentru orice (xg,yo) din My x My, elementul xq * yo este
situat de asemenea in Mjy:

(V) zo, 50 € My = xo *x yg € M.

Legea de compozitie * se numeste asociativa daca

Mz,y,z€ M= (xxy)*xz=xx(y*2z).
Legea de compozitie * se numeste comutativa daca
Mz,ye M = xxy=yxz.

Elementul a € M se numeste element absorbant pentru legea * daca
MzeM=z*xa=axz=a.

Elementul e € M se numeste element neutru pentru legea * daca
MzeM=zxe=exx=ux.

Elementul neutru pentru o lege de compozitie, daca exista, este unic.
Elementul neutru al unei legi de compozitie de tip aditiv este notat prin 0
si este numit element de efect nul (sau, mai simplu, zero).
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Elementul neutru al unei legi de compozitie de tip multiplicativ este notat
prin 1 si este numit element unitate.
Un element x € M se numeste simetrizabil in raport cu legea * daca

(I’ eM ai zx2'=2"xx=e.

Elementul notat prin 2’ se numeste simetricul lui x. Evident, 2’ este simetri-
zabil si
(") ==

Daca elementele x,y € M sunt simetrizabile, atunci z * y este simetrizabil

si
(xxy) =y =2

Simetricul lui  in raport cu o lege de compozitie de tip aditiv este notat

prin —z si este numit opusul lui x.

Simetricul lui x in raport cu o lege de compozitie de tip multiplicativ este
notat prin x 7! si este numit inversul lui x.

Definitie
Multimea nevida M, inzestrata cu legea de compozitie *, se numeste mo-
notd daca legea * este asociativa gi are element neutru:
M x,y,z€ M= (xxy)*xz=xx(y*2);
(HeeM al (V)reM=>zxe=exz=u2.
Daca legea de compozitie este comutativa, atunci M se numeste monoid
comutativ.
Definitie
Multimea nevida G, inzestrata cu legea de compozitie *, se numeste grup
daca legea * este asociativa, are element neutru si toate elementele din G sunt
simetrizabile.
Agadar, (G, *) este grup d.d. sunt satisficute urmatoarele axiome:
VM x,y,z€ G= (xxy)xz=x % (y*2);
(FeeG al VreG=>rxe=exx=uz,
VMzxzeG (I’ e G al zxa'=2'xx=e.
Daca legea de compozitie este comutativa, atunci grupul (G, %) se numeste
grup comutativ sau abelian.
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Teorema
Fie (G,*) un grup si a,b € G doua elemente arbitrare din G. Ecuatiile
a*x=>b si y*xa=>b au solutii unice in G, mai precis

axr = b <= x=adx*b  respectiv
yxa = b <= y=bxd.

Fie (G,+) un grup in care legea de compozitie este de tip aditiv. Atunci
pentru orice m,n € N gi a € GG au loc identitatile:

ma+na=(m-+n)a, m(na)=(mn)a, — (na)=n(—a),

unde pentru n # 0,
at+a+---+a=na,
n ori
i, prin conventie, 0Oa = 0.
Daca (G, -) este un grup in care legea de compozitie este de tip multiplicativ,
atunci pentru orice m,n € N si a € G au loc identitatile:

m . n m4n (am)n _ amn7 (an)—l _ afn7

unde pentru n # 0,

si, prin conventie, a® = 1.

Definitie

Fie (G, %) un grup. O submultime nevida H a lui G se numeste subgrup al
grupului (G, x) daca (H,*|y) este de asemenea grup, unde x|y este legea de
compozitie pe H indusa de legea de compozitie pe G, adica

Ve,ye H:axx|lgy=x*y € H.

(H, %) este subgrup al grupului (G, %) d.d.
Mz,y e H=zxy € H,
(VYx € H=1a' € H.
Definitie
Fie (G, *) si (G3, o) doud grupuri; functia bijectiva f : G; — G5 se numeste
izomorfim de grupuri daca

flaxy)=f(x)of(y) (V)r,yel.
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(G2,0) grup

e si 7 sunt
elementele neutre
ale celor doua
grupuri.
Este indicat cu

fla*y) = f(z)o fy) accent (")

‘ simetricul din

\ ‘\‘\ grupul Gy,

‘ respectiv cu punct

(*) simetricul din
grupul Gj.

(Gh, *) grup

Ezemplu
Functia logaritm natural In : (0,400) — R realizeaza un izomorfism intre

((0,+00),-) , grupul multiplicativ al numerelor pozitive si (R, +) , grupul aditiv
al numerelor reale. Intr-adevar, functia In este bijectiva si satisface conditia

In(z-y)=Inz+Iny.

Definitie
O multime nevida A inzestrata cu doua legi de compozitie, una aditiva
si una multiplicativa, notate traditional + si -, se numeste inel daca sunt
satisfacute urmatoarele axiome:
(A, +) este grup comutativ,
(A, -) este monoid,
Inmultirea (-) este distributiva fata de adunare (+4), mai precis
Maz,y,z€A: xz(y+z)=zy+zz st (y+2)z=yr+ 2z
Daca inmultirea elementelor din A este o lege de compozitie comutativa,
atunci inelul (A, +, ) se numeste inel comutativ.
Inelul (A, +,-) este un inel fara divizori ai lui zero daca

z#0 si y#0 = xy#0.

Un inel comutativ (format din cel putin doua elemente) fara divizori ai lui
zero se numeste domeniu de integritate.
Elementele nenule u,v € A sunt divizori ai lui zero daca uv = 0.
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Astfel, inelul numerelor intregi (Z, +, -) este domeniu de integritate. Singurele
elemente inversabile (adica simetrizabile fata de operatia multiplicativa -) sunt
1gi—1.

Definitie

Fie (A1, +,-) si (Ag, +, ) doua inele (fiecare inzestrata cu propriile sale legi
de compozitie, desi acestea sunt notate similar); functia bijectiva f : Ay — A,
se numeste izomorfim de inele daca

Definitie

Un inel (K, +,-) se numeste corp daca 0 # 1 si orice element nenul x este
inversabil.

Ezxemple

Multimile numerice Q, R si C cu operatiile uzuale sunt corpuri comutative.

Zy, inelul claselor de resturi modulo p

Fie n un numar intreg arbitrar si p un numar natural nenul fixat; conform
teoremei Impartirii cu rest, exista doi intregi, ¢ si 7, unic determinati, astfel
incat

n=qp+r cu 0<r<p.

Numarul ¢ se numegte cdt al impartirii n : p, iar r se numeste rest. Resturile
posibile la impartirea n : p sunt 0, 1, 2, ..., p — 1. Astfel multimea numerelor
intregi Z se poate descompune in p submultimi disjuncte:

{...,—p,@,pﬂp,...} = {kp| kGZ}Tga

{...,—p+1,,p+1,2p+1,...} — {kp+1|kez) ™7,

{..,—p+nr[rlp+r2p+r...} = {kp—i—r\kGZ}gt?,

{---,—p+(p—1),,p+(p—1),~-~} = {kp+(-1) | keZ}
not —



UN REZUMAT AL CUNOSTINTELOR DOBANDITE LA LICEU 43

numite clase de resturi modulo p. Multimea tuturor claselor de resturi modulo
p se noteaza Zy :

Zp:{ﬁ,iﬁ,...,p/—\l}.

Pe aceasta multime se introduc doua legi de compozitie dupa cum urmeaza:
~  pdef T3 .
adunarea claselor modulo p, @+ “ +b s

inmultirea claselor modulo p, @ - R

Adunarea i Inmultirea sunt corect definite deoarece, conform definitiei
claselor de resturi, daca intregul k € 7 gi 0 < r < p, atunci k = 7.

(Zy, +, -) este inel comutativ in care elementul neutru la adunare este 0, iar
elementul neutru la inmultire este 1.

—_—

Orice clasa de resturi @ € Z,, are opus: —a = p — a.

Nu toate clasele de resturi din Z, sunt inversabile: elementul a € Z, este
inversabil d.d. singurul divizor comun al lui a si p este 1.

In consecinta, daca a este divizor propriu al lui p (a # 1 si a # p), atunci
p=ab,iar a-b=p =0, deci a este divizor al lui zero.

i) Daca p este neprim, atunci (Z,, +, -) este inel cu divizori ai lui zero.

ii) Daca p este un numar prim, atunci toate elementele din Z,\ {6} sunt

inversabile, ceea ce confera lui (Z,, +, ) o structura de corp comutativ.

iii) Daca p este un numdr prim, atunci @~ = 1 oricare ar fi a € Z,\ {0} :

TRIGONOMETRIE SI GEOMETRIE

Functiile trigonometrice

C(0;1) ={(z,y) | 2% +4* = 1} - cercul trigonometric (centrat in originea
axelor de coordonate cu raza 1). M (x,y) - punctul curent pe cercul trigono-
metric.
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Fiecarui punct M, situat pe cercul trigonometric ii corespunde
un unic punct P din intervalul [0,27) si reciproc.

Masura t, in radiani, a unghiului la centru <AOM este egala
cu lungimea arecului AM si a segmentului OP.

t € [0,27) - masura in radiani a unghiului la centru format de semiaxa pozitiva
Ox cu raza vectoare OM.
Corespondenta t <— M (x,y) este bijectiva.

i
.
a2 140 | Linia
- itangentelor
a=14r
Mz, y) = M(coa t, sin t) atgt Liiia
""""""""""" cotangentelor
S(etgt .1) "
P -
| [
: . -
[ ~\ P
fi
| . 3
\ . AR = |tg t| _ E
- i :
AQOM ~ A AOR ] '
0Q _ AR _ |sint| _ AR :
QM ~ 0A 7 Jeost] 1 '
:
E :
B :

Definitii cost =z, sint=y, tgt= Y si ctgt = E.
z Y

Definitia se poate extinde de la intervalul [0,27) la R prin periodicitate,
si reciproc, fiecarui numar real i corespunde un unic numar din [0, 27) prin
procedeul numit ” reducerea la perioada principald”:

WMteR @Yt e€[0,2r) al t=t"+2kr, unde k€Z, k= [i} , cu

cost =cost* ¢ sint =sint”
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Proprietatile functiilor cos si sin

cos gi sin sunt marginite: |cost| <1 s |[sint] <1 (V)teR.

cos (t + 2km) =cost  (V)teR
sin (t + 2km) =sint (V)keZ
cos : R — [—1, 1] este o functie pard, adica cos (—t) = cost .

cos si sin sunt periodice cu perioada 27 :

Functia cos este pozitiva in cadranele I si IV, respectiv negativa in 11 si 111
sin : R — [—1, 1] este o functie impard, adica sin (—t) = —sint .

Functia sin este pozitiva in cadranele 1 si 11, respectiv negativa in 111 i TV.

u Functia sinus

W NS\

Restrictia functiei sinus la [—w, ) O restrictie bijectiva a functiei sinus
¥ u
1 1
=
S =
o LA ] o Tz
2
Tt =4

Functin cosinus

AN A NYANYS
\

AT

Restrictia functiei cosinus la |-, =] O restrictie bijectivi a funclici cosinus

AN N
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Tabelul de valori al functiilor sin si cos

| 2 Jo]30[45]60 [90]120] 135 | 150 [ 180 |

red O[3 [5[5[5[F [ % |7

sm o] 3 | FIF[L]F[2 ] 5 [0]

s [1 RT3 [0]5[F]-F[1]
| ° [180] 210 | 225 | 240 [270 | 300 | 315 | 330 | 360 |
ed| 7 | S5 [F[5[5 1% [%]2r]
sin| 0| 5 [F[-F[1[-F|-F[-5]0]
jeos [ 1] [ B[ 5[0 3 [ F[F]1]

Proprietatile functiilor tg si ctg

tg (t +n7) = tgt (V)teR\{(2k+1)g|keZ},neZ.

ctg (t+nm)=ctgt (V)teR\{kr | k€ Z} ,necZ.

tg : R\ {(Qk +1) g | ke Z} — R este o functie impara: tg (—t) = —tgt.
ctg : R\ {k7 | k € Z} — R este o functie impara: ctg (—t) = —ctgt.

Functiile tg si ctgsunt pozitive in 1giIll respectiv negative in I1gi IV.

Dreptele x = (2k + 1) g (k € Z) sunt asimptote verticale la graficul functiei

tangenta:
lim tg ¢ = oo, lim tg t = —o0.
=75 t—75
<3 t>7

Dreptele x = kr (k € Z) sunt asimptote verticale la graficul functiei co-
tangenta:

limctg t = —o0, lim ctg t = oc.
t—0 t—0
t<0 >0



UN REZUMAT AL CUNOSTINTELOR DOBANDITE LA LICEU 47

O restrictie bijectiva a
Junctiet tangenia

: y e .
: Functia tangentd
—r (9] T 2T
_ T f 37 57 .
2. 2 2 2
u v Functia eotangenta
m
=@
(o] : x - 0 = 2 x
_x T ir 3
2 2 2 2

Tabelul de valori

al functiilor tg si ctg

| ] o [30[45]60] 90 | 120 [135] 150 | 180 |

(ad| 0 [§[3[5] 5 [ 5 [F[F [ 7 |
tg 0 % 1 \/§+Oo|foo _\/§ -1 —% 0
cte] "™ [VB[1[J] 0 [-g5[-1[-VB][ ol
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Relatii intre functiile trigonometrice

Formule fundamentale

) 2 2 1 2
sin“t+cos*t = 1 ; 1+tget = 57 o Ltctgt
cos“t

sin’t

Functiile trigonometrice ale complementului

Sin = COS ) = C )
2 , 2 ,

(W t) int ; ct (W t) tgt

cos = — = sint ; c - — =

2 &2 &
Functiile trigonometrice ale sumei si diferentei de arce

sin (a + b) = sinacosb + cosasinb; sin (a — b) = sina cos b — cos a sin b;
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb; cos(a — b) = cosacosb + sin asin b;

tga+tgb
1 —tgatgh’

tga — tgb

t b) = o e
gla+b) 1+ tgatgh

tg(a—10) =

Functiile trigonometrice ale dublului si triplului unui arc

sin 2t = 2 cost sint; sin3t = 3sint — 4sin®¢;
cos2t =2cos’t —1 =1—2sin’t = cos®>t —sin®t; cos3t = 4cos®t — 3cost;

2tgt tgt — tg 3t
g% . tg 3t = & &

tg2t = ———; == ©°
g 1—tg2t 1—3tg?t

Ezprimarea functiilor trigonometrice cu ajutorul arcului dublu

1 — cos 2t 1+ cos2t 1 — cos 2t
int = 4+4/ ——; t=+y ———:; tgt =4/ ———;
St V 2 ) COS \ 2 8 \V 1+ cos2t’

se stabilegte cadranul ce 1l contine pe t;

1 din f icalului
Semnul din fata radicalului < se alege semnul functiei din cadranul lui ?.
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Ezxprimarea rationald a functiilor trigonometrice

2tg L 1—tg?t 2tg L
sint:—g2 ; cost = 3. = 82

1+4tg2L’ 1+4tg2L’ & C1—tg?l

Transformarea sumei/diferentei in produs

. . o Dtq p—q . . L. P—q ptgq
sinp + sinq = 2sin COST, sinp — sinq = 2sin 5 COST,
o ptq p—q. ] - .. bt+q . p—q.
cosp + cos ¢ = 2cos CoS 5 cosp — cosq = —2sin Sin T,
sin(p + q) sin(p — q)
tgp+tgqg = ——; tgp —tgqg=—"7""—.
COSpCcosq COS P Ccosq

Transformarea produsului in sumda/diferenta

1
sinasinb = §cos(a—b) - icos(a—i-b);

1 1
cosacosh = §cos(a—b)+§cos(a+b);

1 1
sinacosb = §sin(a—b)+§sin(a+b).

Functiile trigonometrice inverse

Restrictia sin : [—E q — [—1, 1] este bijectiva (deci inversabila).

272
Definitie
arcsin a = "arcul cuprins intre —g si g al carui sinus este a” (=1 <a <1)
T arcsinwz =y < r =siny
arcsin : [—1,1] — [——, —} , T T
272 ze[-11 , ye€ [—575}
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Functia arcsinus

arcsin (—x) = — arcsin
- (arcsin este impara)

|
(M ]

Restrictia cos : [0, 7] — [—1, 1] este bijectiva (deci inversabila).
Definitie

arccos a = "arcul cuprins intre 0 si 7 al carui cosinus este a” (=1 <a <1)

arccosr =y < T = Ccosy

arccos : [—1,1] — [0, 7], ze[-1,1 , yel0,7]

Functia arccosinus

arccos (—x) = m — arccos

Restrictia tg : (—E E) — R este bijectiva (deci inversabila).

o 272
Definitie
L O . .
arctga = "arcul cuprins intre — § 5 acarui tangenta este a”  (a € R)

arctgr =y & x=1tgy

arctg:]R—)(—g,%), s EeR y€<_f E)
' 272
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4 |
‘\ Funectia arctangenti
0 5
3 arctg (—z) = —arctgz
(arctg este impara)
W
i
|
T 7T . . ..
Dreptele y = 5 §Y=3 sunt asimptote orizontale la graficul functiei
arctangenta.
T
lim arctgz = ——= si  lim arctge = —
2 T—00 2

Tr——0Q0

Relatii remarcabile intre functiile trigonometrice inverse

sin(arccos z) = cos (arcsinz) = /1 — 22
(33 € [_17 1])

arcsin x + arccos x = 5

1
arctgx + arctg — = sign (x) - g (x € R\ {0})
x
W) = |arctgx + arctgy = arctg Tty
1—xy

2

arctgx + arctgy € (—g,

Ecuatiile trigonometrice elementare

1. Fcuatia sinz = a are solutie d.d. a € [-1,1] .
Multimea solutiilor sale este {(—1)]C arcsina + kmlk € Z} .

In particular, sinz = 0 < z € {kn|k € Z}.



52 CULEGERE DE PROBLEME

2. Ecuatia cosx = a are solutie d.d. a € [—1,1] .
Multimea solutiilor sale este {+ arccosa + 2kn|k € Z} .
In particular, cosz =0 < z € {(Qk: +1) g|k‘ € Z} .

3. Ecuatia tgx =a are solutie (V) a € R.
Multimea solutiilor sale este {arctga + kn|k € Z} .

In particular, tgz = 0 & = € {kn|k € Z} .

Ecuatia liniara

acost+ bsint = ¢ (a, bce R, a®+ b > 0)
are solutii daca si numai daca a? 4 b* > 2.
Metode de rezolvare a ecuatier liniare

ar +by =c
22+ =1

T = cost

- Substitutia { .
Yy =sint

conduce la sistemul {
t
- Substitutia z = tg 5 conduce la ecuatia de gradul al doilea

a(1—22)+2bz:c(1+22).

Aceasta metoda are neajunsul de a pierde (eventual) solutiile de forma
(2k+1)m.

- Metoda unghiului auxiliar consta in transformarea expresiei din membrul
stang al ecuatiei.

b c c
acost + bsint = ¢ < cost + —sint = — < cost +tgpsint = — |
a a a
T . . . . .
unde ¢ € <—§, 5) , numit unghi auxiliar, este unicul cu proprietatea tg ¢ =
—. Rezulta imediat
a
c
cos(t—p) = —cosp <
a

t e {(p =+ arccos <E cos g0> + 2kmlk € Z} .
a
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Aplicatiile trigonometriei in geometrie

AE1BC, h, — lungimea inaltimii
mz(’ﬂ"ﬁ, AF — bisectoare
BD =DC, AD — mediana
G, centrul de greutate

2 1
AG = §AD st GD = §AD
|DulBC, |Du — mediatoare

Teorema lui Thales

AM, AN,
M;N: || BC :':'BM::CTN—:
AM AN
MN | BC = 5o =5n
AM; AN
M, || BC = o =

Teorema asemanarii

M N MN || BC = AAMN ~ AABC
AM AN MN, |
E/ \ an 4o be )
' p, raportul de asemanare
Samn _ P
Sase
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Teorema bisectoarei

AD, bisectoarea interioari
AB __ DB
AC — DC

AF, bisectoarea exterioara

AB_FB
AC ~ FC

Teorema lui Ceva

DA EB FC

PE #C FA

Teorema lui Menelaus

AD BE CF _,
DB EC FA




UN REZUMAT AL CUNOSTINTELOR DOBANDITE LA LICEU

55

Tangenta

PT? = PA;- PAy = PQ,- PQ, = PO* — R?

Puterea punctului fata de cerc

(P, exterior) T

Puterea punctului falda de cerc
(P, interior)

PA-PA; = PQy- PQ. = R* — PO?

Teorema sinusurilor
a b c
- = = = - = 2R
sin A sin B sinC

Teorema cosinusului

a®> =b>+ c* — 2bccos A
b?> =+ a?> — 2cacos B

? =a?+b*—2abcosC
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Aria triunghiului

ahy, bhy ch,
5= 2 T2
g bcsin A _ ca sin B _ absin C
2 2 2
g a?sin Bsin C' B b? sin C'sin A B c?sin Asin B
2sin A 2sin B 2sin C'

S = 2R%sin Asin BsinC

A B (C
S = rltg gctg —ctg —

2 2
S — g poafbte
2
abe
S = 1R

S=+p—a)(p—>0)(p—c)  (formula lui Heron)

Numere complexe

Aplicatiile trigonometriei in algebrd

C={z=z+iy|z,y e R, *=—1} -multimea numerelor complexe
z=x+ 1y , forma algebrica a numarului complex z
Rez == , partea reald a numarului complex z
Imz =y , partea imaginara a numarului complex z

|z] = /22 + 4% , modulul numarului complex z

Z=x—1y , conjugatul numarului complex z

2

N
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Numarul complex z = z + iy este afizul punctului M (x,y), iar conjugatul
sau , Z = x — iy , este afizul simetricului punctului M (z,y) fata de axa Oz.

- se noteaza prin ¢ unghiul format de dreapta OM (M # O) cu semiaxa

pozitiva Oz (argumentul lui z );
- se noteaza prin r lungimea segmentului OM (modulul lui z );

- din definitia functiilor trigonometrice rezulta

xr =rcost .
{ y = rsint (r>0iarte0,2nm)).

z=r(cost +isint) forma trigonometrica a lui z
Numerele 7 gi ¢ sunt cordonatele polare ale punctului M (z,y) :  este raza

polara, O este polul, iar t este argumentul lui z.

r= VETE

t= arctgg + km
x

(k=0pt. M € Cadrl,k=1pt. M € Cadril — 111,k =2pt. M € CadriIV).
2

fnmul}fir@a si impartirea numerelor complexe z; = r;j (cost; +isint;), j=1,
2129 = 119 [cos (t1 + ta) + i sin (¢ + 2)]
a_n [cos (t, — to) + isin (t; — t2)]

22 T2

Formula lui Moivre
z = r(cost+isint) = 2" =r" (cosnt + isinnt)
Radacina compleza de ordinul n a numarului complex z = r (cost + isint)

t+ 2k t+ 2k
AT sin W), k=0n-—1

+ 72sIn

V2= r <cos
n n
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Elemente de geometrie analitica
Vectori
Versorii axelor de coordonate: i = (1,0) si j = (0,1).

— _ _
Vectorul de pozitie al punctului M (z,y) : OM = xi + yj.

lOM|* = 2®+y?

Lungimea vectorului OM (distanta dintre M si origine): OM? = 2242

Vectorul cu originea T (a,b) i extremitatea M (x,y) :
N - -
TM = (x—a)i+ (y—0b)j.

—
Lungimea vectorului 7'M (distanta dintre punctele 7' (a,b) si M (z,y)):

HWH —TM = /(& —a)? + (y - b)".

Impértirea segmentului PQ in raportul k € R \{-1}: PM =kMQ

ri+kry . oy +kys

P(x1,1),Q (w2,92) = M (2,y) cu fIH_—k§1y— T+

T1+ X2 y1+yz>

Caz particular £ = 1, mijlocul segmentului PQ) : M ( 5 5

A A

{7, eentveud de greutale

- B = c
B AB+BC4+CA=1 ¢ GA+GB+GC =0
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Dreapta in plan

1.

Ecuatia generala explicita : y = max +n

(m, panta dreptei : m = tgp, unde ¢ este unghiul dintre dreapta si
semiaxa pozitiva Ox).

(Dreptele paralele cu axa Oy - dreptele verticale - sunt caracterizate prin
ecuatia = p; panta acestora este infinita.)

. Ecuatia generala implicita : Axr+ By +C =0 (m = —%).

x
Ecuatia dreptei prin taieturi : — + % =1 (dreapta taie Ox in a si Oy
a
in b).
. Ecuatia dreptei ce trece prin T (a,b) si are pantam : y —b=m (x —a).
z y 1
Ecuatia dreptei ce trece prin T (a,b) si S(u,v), TS : | a b 1| =0.
u v 1
. v—2>
Panta dreptei T'S este myrg = i
u—a

Aria triunghiului ABC' cu A(ay, az), B (b1, bs),C (c1,¢a) :

1 a; ag 1
A: §’A|, unde A = b1 bg 1
C1 Co 1

A, B, C sunt coliniare < A =0« A = 0.

Distanta de la punctul 7" (a,b) la dreapta (d) : Ax+ By +C =0

, |Aa + Bb+ C|
dist (T',d) = ———mx—-
N Ry

Unghiul ascutit al dreptelor (dy) : y = mix + ny si (da) : y = mox + no este

1 cu
mg — My

1+ moTny

tng‘

In cazul dreptelor exprimate explicit (de panti finita)
(dv) || (d2) & my = mo.
(dl) 1 (dg) & my-me = —1.
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Cercul

Cercul este locul geometric al punctelor din plan egal departate de un punct
fix (numit centru).

1. Ecuatia cercului de raza r si centru C (u,v) :

(x —u)’ + (y —v)* =12

2. Ecuatia generald a cercului : 22 +y?> +a-2+b-y+c=0.

3. Ecuatia cercului ce trece prin punctele A (m,n), B (s,t) si C (p,q) :

2?+y v oy 1
m2+n®> m n 1
2 2 :0
s+t s t 1
P+¢ p g 1

Intersectia dreptei cu cercul este data de solutia sistemului:

P+’ +a-x+b-y+c=0
y=mr+n '

ANALIZA MATEMATICA

A. Siruri de numere reale

O functie reala f definita pe multimea numerelor naturale N (sau, echiva-
lent, pe o sectiune N,, a sa ce cuprinde toate numerele naturale ce depasesc o
valoare fixata m) se numeste sir de numere reale. Este convenabild precizarea
sirului prin intermediul termenului sau general a,, unde a, = f(n),n € N.
Vom nota girul prin (a,), .y sau mai simplu (ay ).

Sirul (an),,cy este monoton daca si numai daca sign (an41 — ay,) este cons-
tant oricare ar fi n € N. In particular:

dacd api1 —a, >0 (V)neN = (a,) este strict crescator
daca ap41 —a, <0 (V)neN = (a,) este strict descrescator
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Sirul (an),cy se numeste mdrginit daca toti termenii sai se gasesc intr-un
interval marginit:

@M >0 a i |as <M, (V)neN

Definitie

Sirul de numere reale (a,), . se numeste convergent daca exista un numar
real [ cu proprietatea ca pentru orice € > 0 exista un rang n. € N astfel incat,
pentru orice n > n., are loc inegalitatea |a, —I| < e. Numarul real [ este
unic determinat gi se numeste limita sirului cu termenul general a,,; vom nota

aceasta prin [ = lim a, sau a, — [.
n—oo

Sirul de numere reale (ay),,o are limita 400 (—o0) daca pentru orice numar
€ > 0 se poate preciza un rang n. astfel incat, pentru orice n > n., are loc
inegalitatea a,, > ¢ (a, < —¢).

Sirurile care au limita infinita sau cele pentru care limita nu exista se
numesc divergente.

Daca (ky,)nen este un sir strict crescator de numere naturale, atunci sirul
(ak, )nen se numeste subgir al sirului (an), oy - In particular, pentru k, = 2n
se obtine subgirul termenilor de rang par, (a2, )nen, iar pentru k, = 2n + 1 se
obtine subgirul termenilor de rang impar, (a2n+1)nen-

Teorema

Daca un sir are limita, atunci orice subsir al sau are aceeasi limita.

In consecinta, daca doud subsiruri ale aceluiasi sir au limite diferite, atunci
sirul respectiv nu are limita.

De exemplu, sirul dat de termenul general a, = (—1)"n,n € N, nu are
limita deoarece as, = 2n — o0, iar ag, 1 = —(2n + 1) — —oc.

Teorema

1. Fie (an), si (by), doua giruri convergente avand aceeasi limita [, iar
(x,,),, este un alt sir care verifica dubla inegalitate:

an, < x, <b, oricare ar in >n'.

Atunci (z,), este convergent, iar lim z, = [.
n—oo

2. Daca (a,),, este un gir cu limita oo, iar (x,), un sir astfel ca x, > a,,
oricare ar fi n > n/, atunci x,, — oo.

3. Daca (b,),, este un sir cu limita —oo, iar (z,), un sir astfel ca z,, < b,,
oricare ar fi n > n/, atunci z, — —oo0.
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Consecinta 1
Fie (b,), un sir convergent avand limita 0 si (z,), un alt sir pentru care
exista numarul real [ cu proprietatea

|z, — 1] < b, pentru orice n > n'.

Atunci (z,), este convergent gi lim z,, = [.
n—oo

Consecinta 2

Fie sirul (x,), cu termenul general de forma z,, = a, - b,; daca (a,), este
un sir marginit, iar (b,),, unul convergent cu limita 0, atunci nll_)I?(()lo Ty = 0.

Teorema

(1) Orice sir monoton are limita, finita sau infinita.

(ii) Orice gir convergent de numere reale este marginit.

(iii) Orice gir monoton si marginit este convergent.
Reciprocele afirmatiilor de mai sus sunt false. Pentru (i) si (iii), sirul cu ter-

n+1

menul general z,, = &, n > 1, are limita 0, deci este convergent, dar nu
este monoton: x; > xs, Tilar 9 < 3.

Pentru (ii), sirul cu termenul general x,, = (—1)",n € N, este marginit, dar
nu are limita, deci nu este convergent.

Limite remarcabile

1 0, g <1
lim — =0 (r > 0) limg¢g"=¢ 1, ¢g=1
n—oo N’ n—00
oo, g>1
lim ¢" nu exista pentru g < —1
n—oo
. 1 —0o0, ag <0
nh_>nolo (aon” +an”™ + -+ ) = { +00, ay>0
0, P<q
1 Qo
apn? +anP~ + - +a, 7 p=
im -
n—oo bond 4+ bynd=t 4 .- 4+ b, 0 a
00 sz’gn(b—), p>q
n 1
lim - =0 (la| >1) lim =0 (a€R) lim — =0 (r>0)

n—oo Q" n—oo M! n—oo N’
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1 n
Sirul cu termenul general e,, = <1 + —> este crescator gi marginit.
n

1 1
Sirul cu termenul general F, = 1+ T + a1 + o 4 — este crescator si
verifica inegalitatile

2<e,< FE, <e<3.

. 1\" : 11 1
lim (1+—-)] =e Im {1+ 5+ 5+ +—]=e
n—oco n n—oo 1 2 n!
Numarul e ~ 2, 718 281... este baza logaritmului natural: Ine = 1.

Teorema Cauchy-d’ Alembert
Gp+1
Qn,

Fie (a,) un sir de numere pozitive. Daca sirul < ) are limita, atunci

sirul («"/(ln)n>2 are limita, iar

. . Qnp
lim a, = lim ntl

n—o00 n—00 QA

Lema Cesaro-Stolz (cazul )

Fie (ay) , (bn) doua siruri de numere reale care verifica urmatoarele conditji:
(i) sirul (b,) este strict crescator i nemarginit;
(i) exista
. Apy1 — Qp
lim —— =1
n—+00 bn+1 - bn

a a
Atunci sirul cu termenul general <—n) are limita si in plus lim — =1 .

n n—o0 n

Lema Cesaro-Stolz (cazul %)

Fie (a,) , (b,) doua giruri de numere reale care verifica urmatoarele conditjii:
(i) lim a, = lim b, = 0;
n—oo n—oo
(ii) sirul (b,) este strict descrescator;
(i) exista
li Apy1 — Qp -1
n—0o0 bn+1 — by,

Atunci girul cu termenul general <%) are limita i in plus lim In _ l.

n n—oo n
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Dreapta incheiatd R = RU{—o00, 00} = [~0o0, 00]

Operatiile cu limite sugereazi prelungirea operatiilor algebrice din R la R
dupa cum urmeaza:

a

a+o00=00+a =00 (V)a € RU{oo} aoo
a+(—0)=—-00+a =-00 (V)a€RU{—o0} E:oo(V)aE(O,oo]
a-00=00-a =00 (V)a € (0, 0] a
a-00=00"a =—-00 (V)ae€[-,0) o (V) a € (0,0q]
b _ { 0, (V)b € (0,00)
0, (V)be (-o0,0) oo L0 (V)a € (0,1)
(—o0) =00 (V) k € N* Lo, (Mae (1,
(—o0)* T = 0 (V)keN ye {00 (Mae(0,1)
oo =00 MEkeN kE>1 0, (V)a € (1, 0]
MY = o0 (V) k € N* 0° =0
Cazuri de nedeterminare (operatii fara sens)
00 + (—00) 0-o00 o000 0 o0 0© od 1k
—00 + 00 0-(—=00) (—00)-0 0 oo
Ezemple
a) De ce —oo + oo este operatie fara sens?
Daca z, = —n? + 1 §i y, = 2n* + n, atunci lim (z, + y,) se afla in cazul
n—oo
—00 + 00, iar lim (z, +y,) = lim (n? +n+1) = oco.
n—oo n—oo
1
Daci z,, = —n*+— siy, = n?+1, atunci lim (z, + y,) se afld de asemenea

n—oo

1
in cazul —oo + oo, dar, de aceasta data, lim (x, +y,) = lim <— + 1) =1.
n—oo n

—oo \ N

b) De ce 0° este operatie fara sens?

. 1 - .
Daci z,, = — si y, = —, atunci lim (z,)"" se afld in cazul 0°, iar
n n n— o0
. . I\" . 1
lim (2,)"" = lim (=] = lim =1
n—r00 n—oo \ N n—r00 {l/ﬁ
r . - .
Daca z,, = —— sl y, = —, atunci lim (z,,)"" se afla de asemenea in cazul
2n.n n n—00

1
1 n 1 1
0°, dar, de aceasta data, lim (z,)”" = lim = lim =—.
2" . n n—oo 23/n 2

n—oo n—oo
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¢) De ce 0° nu reprezinta un caz exceptat?
Oricare ar fi doua siruri (z,), (y,) cu z, > 0, lim z,, = 0, lim y, = oo,
n—oo n—oo

avem lim (2,)?" = lim e¥nmon = 0 (+0) = oo(=0) — =00 — (),
n—oo n—oo

B. Limite de functii si functii continue

Fie D C R o mul{ime nevida si @ € R = RU {400} un punct de acumulare
al acesteia, adica un punct pentru care exista un sir (z,), din D, z,, # a a.l.

lim z,, = a.
n—oo

Functia f : D — R are limita | (finita sau infinitd) in punctul a daca

pentru orice sir (z,,), din D, x, # a cu lim z, = a este verificata egalitatea
n—oo

lim f (x,) = [. Notam aceasta prin lim f (z) = [.
n—oo Tr—a

Limita unei functii intr-un punct (de acumulare al domeniului de definitie),
daca exista, este unica.

Daca exista doua siruri (), si (27), In D, ), z)) # a cu

lim 2/, = lim 2/ = a,

dar
1- / 1 n
Tim f (2,) # lim f(z),
atunci functia f nu are limita in punctul a.
Ezemple

T
e lim sinx nu exista deoarece pentru sirurile (2n7), si (5 + 2n7r> ce tind

T—00 n
la 0o, girurile valorilor functiei au limite diferite:

lim sin2n7m = lim 0 =0,
n—oo n—oo

in timp ce

lim sin (z + 2n7r) = lim sinz = lim 1=1.
n—00 2 n—00 n—00

° hné sin — nu exista (se justifica In mod analog, considerand inversele
T— €T

sirurilor folosite mai sus).

Limite laterale:

not

lim f () "2 f(a—0) (limita la stanga) si lim f(z) = f(a+0) (limita la
z<a z>a

dreapta).
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Daca f are limite laterale egale, f(a—0) = f(a+0) = [, atunci f are

limita in a si lim f (z) = [.
r—a

Daca f are limite laterale diferite, f (a —0) # f(a+0), atunci f nu are

limita in a, adica lim f (z) nu exista.
Tr—a

Teorema

Fie f,g: D — R doua functii, a un punct de acumulare al domeniului D,
V, o vecinatate a lui a (un interval centrat in a) si [ un numar real. Daca

i) limg(xz) =0
Tr—a
i) |f () =1 < g ()], (V)xeVanD\{a}
atunci f are limita in @ si lim f (z) = L.
Tr—a

Exemplu

Deoarece

1
xsin——O‘ = |z| -
x

. 1
lim z sin — = 0.
z—0 x

Limite remarcabile

1
sin—‘ < x| -1
x

= |z|,(V)z € R* rezulta

: -1
mll)rinoo (apx? + a1z’ + - +a,) = ag- (+o0)”
0, p<q
-1 agp
lim apr? + a1 + - +a, _ % p=gq

r—3o00 bogjq + blgjq—l 4.4 bq

1
lim za™* =0 (a>1) lim % =0 lim —— =0 (r>0)
T—00 rz—oo T z—0 ln{L’
x>0
In(1
hm(l—O—x)%:e lim n —|—x)_1
r— z—0
-1 1 —1
lima =Ina hm( R =r
x—0 €T x—0
i 1— 1 t
e D T T
z—0 z—0 T 2 =0
lim aresin x _ 1 lim 5 — arccos _ lim arctg _
x—0 x x—0 €T x—0 X
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Fie D C R o multime nevida si a € D un punct de acumulare al domeniului
de definitie.
Definitie

Functia f : D — R este continud in a daca lim f (z) exista si coincide cu
r—a

valoarea functiei in a, mai precis glﬁlHHi f(x)=f(a).

Functia f : D — R este continua pe multimea Dy C D daca este continua
in fiecare punct al multimii D.

Punctele de acumulare ale domeniului in care functia nu este continua se
numesc puncte de discontinuitate.

Functia f prezinta o discontinuitate de speta intdi in a daca are limite
laterale finite si diferite in a (f (a —0) # f (a +0)) sau acestea sunt finite,
egale, dar diferite de f(a). Orice punct de discontinuitate care nu este de
speta Intai este clasificat de speta a doua.

Exemplu

Functia f : R - R, f(x) = {

1
sin—, x#0 . NNRVIN
’ - 7_é este discontinua in a = 0;

0, 0
punctul a = 0 este punct de discontinuitate de speta a doua.

Prelungirea prin continuitate

Fie f: D C R — R o functie si @ un punct de acumulare al domeniului D.
Daca
i) a este situat in afara domeniului de definitie D si

i) lim f (z) "2 [ existd si este finitd,
r—a
atunci f se poate extinde in mod natural la D U {a} prin:

f:DU{a} >R, f(x):{ f(l“? 7 iif

Functia fse numeste prelungita prin continuitate a lui f la DU {a} .
Proprietati ale functiilor continue

e Orice functie continua pe un interval marginit si inchis este marginita
sl igi atinge marginile. Mai precis, oricare ar fi x € [a,b], f (z) se gaseste in
intervalul [m, M| (m si M reprezinta minimul, respectiv maximul functjiei) si,
in plus, exista @, xy € [a,b] asa incat m = f (x,,), respectiv M = f (xp).
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e Daca f : [a,b] — R este continua gi ia valori de semne diferite in capetele
intervalului [a, b] , atunci ecuatia f () = 0 are cel putin o radacina in intervalul

(a,b).
e Daca f : I — R este continua pe intervalul /, atunci imaginea acestuia
J=f(I)(=1Im(f)) este de asemenea un interval.

Observatii asupra proprietatii lui Darboux

O functie f : I — R are proprietatea lui Darboux pe intervalul I daca
oricare ar fi a,b € I (a < b) si X situat intre f (a) si f (b), exista cel putin un
punct ¢y € (a,b) pentru care A = f (cy) .

Orice functie continua pe un interval are proprietatea lui Darboux.

Functiile discontinue care prezinta o discontinuitate de speta intdi nu au
proprietatea lui Darboux.

Proprietatea lui Darbour

it Fla)

Fiby

in L
Functia f: R — R, f (z) = { SHS x’ i 7_£ 8 are proprietatea lui Darboux,

desi este discontinua (discontinuitatea este de speta a doual).
C. Functii derivabile

Definitie
O functie f : I — R este derivabild in punctul a (situat in intervalul I)

daca limita hmM

not PR Ly
= f'(a) exista si este finita.
z—a T —a
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fla)

Interpretarea geometrica a derivatei

f(x) = f(a)
- r—a

lui AMN (vezi figura) si urmare a trecerii la limita dupa * — a, f'(a)
nu reprezintd altceva decat panta tangentei la graficul functiei f in punctul
A(a, f (a)). Cu alte cuvinte, f’(a) este tangenta (trigonometrica a) unghiului
pe care dreapta tangenta in punctul A il face cu semiaxa pozitiva Ox. Ecuatia
tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa a este

y—f(a)=[f"(a)(z—a).

Uneori, pentru a pune in evidentd gi variabila independenta a functiei, se
utilizeaza notatiile
_df _df

o)=L fla) =1

Din punct de vedere geometric, raportul este tangenta unghiu-

O interpretare fizicd a derivatei

Un mobil aflat in migcare rectilinie parcurge in ¢ unitati de timp (secunde
/ minute / ore) distanta s () (masurata in metri / kilometri) sau, cu alte
cuvinte, distanta parcursa de mobil poate fi privita ca o functie s : [0,7] — R.
Daca s este derivabila pe [0,7], atunci viteza sa la momentul ¢ se defineste
prin v (t) = §'(t), iar daca si v este o functie derivabila, atunci acceleratia
mobilului la momentul ¢ este a (t) =o' (t) = s (¢) .
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Conditie necesard de derivabilitate

Orice functie derivabila intr-un punct este continua in acel punct. Recipro-
ca propozitiei este falsa: spre exemplu, functia modul este continua in origine
fara a fi insa derivabila.

Cum se studiaza derivabilitatea unei functii intr-un punct?
- se verifica proprietatea de continuitate in punctul precizat (daca functia

este discontinua studiul derivabilitatii nu are sens);
- se calculeaza derivatele laterale

frto) = tim T HED g o) = g KD

Daca derivatele laterale in a exista, sunt finite gi egale, atunci functia f este
derivabila in a. (Pentru punctele situate la extremitatile finite ale domeniului
de definitie este suficient ca una singura din derivatele laterale sa existe si sa fie
finita). In toate celelalte situatii, functia nu este derivabila in punctul studiat.

Tabelul derivatelor

Identitatile din tabelele ce urmeaza se deduc cu formula

flx+h)—f(z)

f'(z) = Jim h
ce rezulta din definitie prin schimbarea de variabila x — a = h.
L] f:RoR, f(z)=2a" (") = na"! (neN) |
fROOR, f@)= — (%)lz—fﬂ (n € N)
x x x

‘ ‘f:(O,oo)—)]R,f(a:):x’" (") =ra™1 (r e R) ‘
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‘2.‘f:R—>(O,OO),f((E):(LI (a®) = a”Ina (a>0,a7é1)‘

] () =e |
3| Fi(0,00) 5 R, f(z) =log, z (loga:c)/:xﬁla (a>0,a+1)
(mx)':i
(njel) =~ (2 #0)
4] f:R—>[-1,1], f(z) =sinz (sinz) = cosx |
5. [ R—=[-1,1], f(z) =cosz (cosz) = —sinz |

6. | [:R\{(2k+1)5}, ., =R, f(z)=tgx (tgz) =

cos? x

‘ ‘ (tgx) =1+ tg’

7.0 f iR\ {km}, o, = R, f(z) =ctgx (ctgz) = .
8. | f:[-1,1] = [-%,Z], f(z) = arcsinz  (arcsinz) = \/11_? (x # 1)
9. | f:[-1,1] = [0,x], f (x) = arccosx (arccos x) = \/ﬁ (xz # +£1)
10. | f:R— (=5,%), f(2) = arctgz (arctgz) = o
Proprietati ale functiilor derivabile
(cf) (z) = cf'(x) ¢ = constanta
(f+9) (@) = f(x)+d(2)
(f-9) (@) = [f(x)g@)+[(x)g (2)
IAY _ f@)g@) —f(@)d (x)
D - poe g #0
1Y _ ¢ ()
G)w - =& g (x) £ 0
(fouw)(z) = f(u(x)- ()
U@ = y= (), 3f 5 f2) #0
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Teorema (derivarea functiei inverse) Fie f : I — J o functie continua si
bijectiva intre doua intervale.
Daca f este derivabila intr-un punct zo € I si f'(x¢) # 0, atunci inversa

g = [} este derivabild in punctul yo = f (z0) si, in plus, ¢’ (yo) = Fln)”
Zo

Prin urmare, oricarui punct x din intervalul I 1i corespunde un unic punct

y = f(x) in intervalul J gi reciproc, oricarui punct y din J ii corespunde in

mod unic z = f~! (y) din I; dacd f este continud pe I si derivabild in punctul

xg, cu derivata . (70) nenuld, atunci functia inversa f~! este i ea derivabila
x

d -1
in punctul yo = f (x) si derivata sa in yq, 0 (yo) , se calculeaza cu ajutorul
Yy
derivatei lui f in zg dupa cum urmeaza
df 1 1
EZI
— (x
d:z:( 0)

Aceasta reformulare a egalitatii din enuntul teoremei este mult mai precisa
deoarece evidentieaza variabilele de derivare: f se deriveaza in raport cux € I,
pe cand g = f~! se deriveaza in raport cu y € J.

Daca f : I € R — R este o functie derivabila pe intervalul I, atunci
derivata sa f’ are proprietatea lui Darboux pe 1.

Derivate de ordin superior

O functie reald este de clasa C! pe intervalul I C R daca este derivabila
in fiecare punct din I si, in plus, derivata sa f’ este continua pe I. Multimea
functiilor de clasa C! pe I se noteza cu C}, iar C? desemneazd in mod natural
clasa functiilor continue pe intervalul I.

In general, pentru un indice n € N fixat, spunem ca f este o functie de
clasd C" (notatie f € C7) daca f e derivabild de n ori pe I cu derivata f™
continua. Mai mult, spunem ca f este de clasa C* pe I daca f este o functie
de clasa C™ pentru orice n € N.

Functiile elementare, cum ar fi e*, cosz, sin x, polinoamele de orice grad,
logaritmul (indiferent de baza), sunt functii de clasa C* pe domeniul lor maxim
de definitie.
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Tabelul derivatelor de ordinul n

[ (@)™ = pp-1-(p-n+ 1" pzn, (peN) |
‘ = 0 p<n, (peN) ‘
<1><") (—1)"n!
2 - o @#9)
‘ (em)(”) = ° ‘
(sinz)™ = sin <x - ng) (n € N)
(cos z)™ = cos (:c + %) (n € N)
(+2))" = rr=1)-(r—n+1)(1+2)" (¢>-1, reR)|

Aplicatiile derivatei

Fie f: D C R — R o functie si @ un punct al domeniului de definitie D.

Punctul a este punct de extrem local pentru f daca exista o vecinatate a sa
V, In care cresterea functiei f (x) — f (a) are semn constant; cu alte cuvinte,
exista r > 0 a.l.

sign (f () — f(a)) =const.  (V)x € (a—r,a+r)ND.

Mai precis,
a este minim local d.d. f(z)— f(a) >
a este maxim local d.d. f(x)— f(a) <

Teorema lui Fermat
Fie f: D CR — R o functie si @ un punct din domeniul de definitie D.
a este punct interior lui D

Daca ¢ a este punct de extrem local , atunci f’(a) =0.
f este derivabild in a

Interpretarea geometrica

Tangenta la graficul functiei intr-un punct de extrem local din interiorul
domeniului de definitie al unei functii derivabile este paralela cu axa Ozx.
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Punctul zy este un punct critic (stationar) al functiei derivabile f daca
f' (x0) = 0.

Conform teoremei lui Fermat, punctele de extrem local din interiorul do-
meniului de definitie al unei functii derivabile se gasesc printre punctele critice
ale respectivei functii.

Este posibil ca zy sa fie punct de extrem local, dar functia f sa nu fie
derivabila in zg. De asemenea, este posibil ca f'(xg) = 0, dar xy sa nu fie
punct de extrem local al functiei f :

u A

u [:R=R f(z)=2*
FiR—=R flz)=|z|

T / 0
0 -
extrem local (minim) 0 nu este extrem local {punct de inflexiune)
F'(0) nu existia / floy=0
Fi(0) = -1, fi(0)=1 l
1

Capetele Inchise ale domeniului de definitie sunt puncte de extrem local:

extrem uy A
local ) Fi[-1,1] =R f(z) = Va2 —a3
(mazim)

extrem local (maxim)

ré=o

extrem local (minim) &
1 nu este interior
fil) = —o0

extrem local (minim)
f(0) nu erista
fi(0) = —oo, f4(0) =+o0
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Fie functia f : I CR — R, unde I este un interval.

1. Daca a € I este punct de extrem local al functiei f, atunci punctul
(a, f (a)) este punct de extrem local al graficului functiei.

Fie b un punct situat in interiorul intervalului /; notam b € int(I).

2. Punctul (b, f (b)) se numeste punct unghiular al graficului functiei daca:
i) f este continua in b,
ii) f are derivate laterale diferite in b (f7(b) # f; (b)), cel putin una
dintre ele finita.

3. Punctul (b, f (b)) se numeste punct de intoarcere al graficului functiei
daca:
i) f este continua in b,
ii) f are derivate laterale in b infinite si diferite (f. (b) = —o0, f}(b) = o0
sau 1 (8) = o0, f}(b) = —o0).

4. Punctul b € int(I) se numeste punct de inflexiune al functiei daca:
i) f este continua in b,
ii) f are derivata in b, finita sau infinita,
iii) f isi schimb& convexitatea? in b.
Punctul (b, f (b)) este punct de inflexiune al graficului functie.

In particular, daca derivatele laterale ale functiei sunt infinite i egale
(J2(8) = f4(b) = oo sau £ (8) = f (b) = —o0), atunci (b, / (b)) este punct

de inflexiune cu tangenta verticald al graficului functiet.

Teorema lui Rolle
f este continua pe [a, b|
Daca ¢ f este derivabila pe (a,b) , atunci (3)c € (a,b) ai. f'(c)=0.
fla) = f(b)
2Daca o functie f este derivabili pe interiorul intervalului I, atunci f este convexa (res-

pectiv concavd) pe int(I) dacd si numai daci derivata sa f’ este crescitoare (respectiv
descrescitoare) pe int([).
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In particular, dacd f (a) = f (b) = 0, teorema afirmé c4 intre dous radacini
ale ecuatiei f (x) = 0 exista cel putin o radacina a derivatei.

Reciproc, intre doua radacini consecutive ale derivatei, daca functia isi
schimba semnul, exista o singura radacina a ecuatiei f (z) = 0.

Aplicatie: Separarea radacinilor ecuatiei f (z) = 0 cu ajutorul sirului lui
Rolle

Daca f : (a,b) — R este continua si derivabila (extremitatile intervalului
pot fi infinite) §i ¢; < ¢2 < -+ < ¢ sunt solutiile ecuatiei f'(x) = 0, atunci
orice schimbare a semnului in girul lui Rolle dat de linia a doua a tabelului

x ‘ a c1 Ck

b
sign(f ()) | sign(f (a +0)) sign(f (c1)) sign(f (cx)) sign(f (b - 0))

indica intervalele ce contin cate o radacina a ecuatiei f (z) = 0.

by by

Fib)

fla)

Teorema lui Rolle Teorema lui Lagrange
Teorema lui Lagrange

f este continua pe [a, b]
Daca , atunci (3) ¢ € (a,b) a.l.

f este derivabila pe (a,b)
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Interpretarea geometrica

Exista cel putin un punct (¢, f (¢)), situat pe graficul functiei, in care tan-
genta este paralela cu coarda ce unegte extremitatile (a, f (a)) si (b, f (b)) .

Consecinte

Orice functie derivabila pe un interval cu derivata pozitiva (negativa) este
crescatoare (descrescatoare) pe acel interval.

Daca derivata unei functii este nula pe un interval, atunci functia este
constanta pe acel interval:

f:D CR — R, derivabila pe intervalul I C D
ff(x)=0 (V)x€l= f(x)=c (constanta) pe I.

Limite de functii (completari)

Calculul limitelor de functii conduce cel mai adesea la situatii exceptate

0
de la regulile de calcul algebric, cum ar fi 0 sau 2, si este nevoie de multa
00

indemanare pentru evitarea lor. In conditii rezonabile de derivabilitate a ter-
menilor, requla lui I’ Hospital poate fi de mare ajutor daca este aplicata co-
rect gi cu discernaméant. Pe scurt, regula lui I Hospital reduce calculul limitei

f ()

lim @ (a, finit sau infinit) aflata intr-una din situatiile de nedeterminare
z—a g (T
0 !
— sau §7 la calculul limitei (uneori mai simple) lim / (1’) Mai precis, daca
0 oo —a g’ (x)
!
lim f'(z) = [ (finit sau infinit), atunci si lim I ) = [. Altfel spus,
z—a g’ (gj) rz—a (m)
U]
iva g(z) | oo (x)
daca limita raportului derivatelor exista.
Exemple
In (22 -5
a) L = lim w = —, nedeterminare. Se calculeaza
T—2 x? —4 0
2z +1
In (22 + 2 — 5))’ Ztz—5 2z + 1 5
lim(n(x o ; )):hmx X 5:1irn Tt = —,
T2 (22 —4) z—2 2x e=22x (2242 —5) 4

5
Conform regulii lui 'Hospital, rezulta L = 1
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b) L = lim ————+ = —, nedeterminare.
=0 In (1 + sin x) 0

Limita raportului derivatelor este dificil de calculat
(In (z* + sin® 352))/
im
=0 (ln (1 + sin? x))/

= ... (dar nu imposibil de calculat).

Este recomandata metoda directa, bazata pe utilizarea limitelor remarca-
bile evidentiate mai sus:

.9\ 2
o 1 ()

4] 20,2 2
T sin“(x 1+1
z—0 In (1 + sin g;) z—0 sin* 1n(1+s1n4 ac) 1
sin?
2 1
T°sin = 0 1
¢) L = lim ——=* = —, nedeterminare. (Am vazut ca lim zsin — = 0.)
z—0 sinx 0 0 T

Limita raportului derivatelor nu exista

. / .
. (a%sin?) . 2xsinl —cosi
lim ———2~ = lim ,
v=0 (sinx) 20 cos

deoarece lim cos 1 nu exista.
x—0 B

Totusi limita exista:

2 1

. xrisin . . o1
L = lim — = lim — climazsin—=1-0=0.
z—0 SInx z—0 sy z—0 xT
. x oo .
d) L = lim ——= = —, nedeterminare.
z—=00 \/2 4+ 1 00

Utilizarea (fara discernamant) a regulii lui I'Hospital nu duce la niciun
rezultat:

(z) . 2?2 +1
T—00 ( $2 + ]_)/ - T—00 X ’

Totusi limita poate fi calculata cu metoda factorului fortat:

L = lim lim ——=1.

T
x%oow/x2+1_:c%oo 1+ L
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Ghid pentru reprezentarea grafica a functiilor

Etapele reprezentarii grafice a functiilor reale de variabila reala
fECR—=R, f(z)=..

Stabilirea domeniulur mazim de definitie E

Domeniul mazim de definitie E este alcatuit din toate numerele reale
x pentru care expresia f (x) are sens si este finita: E = {x | f(z) € R}.
Multimea FE este, de reguld, o reuniune de intervale gi, eventual, de puncte
7izolate” .

Limitele functiei la extremitatile (finite si/sau infinite) ale intervalelor
din E

Domeniul de continuitate: E. = {x | x € E i f este continua in x}
este o reuniune de intervale deschise sau inchise.

Asimptote verticale:

Fie a o extremitate de interval al domeniului E., a # 400 ;

x = a este asimptota verticald la stanga daca limita laterala f (a — 0) este
infinita.

x = a este asimptota verticala la dreapta daca limita laterala f (a + 0) este
infinita.

x = a este astmptota verticala daca este asimptota verticala la sanga sau
asimptota verticala la dreapta.

Asimptote oblice (sau, in particular, orizontale) se calculeaza separat in
—o00 gl 00, daca acestea sunt extremitati ale domeniului de definitie:

y = n este asimptota orizontald daca lim f(z) = n sau lim f (z) = n,
- T—r00

T—r—00

cun € R.

y = mx + n este asimptota oblica daca liIiIl (x) este infinita sau nu

T—LTo0
x
exista, dar m = lim m sin= lim (f(x)— mx) exista si sunt finite, cu
r—too I r—+oo

m £ 0.

Studiul derivatei intai

Calculul derivatei intai f' (z).
Domeniul de derivabilitate este domeniul maxim de existenta al expresiei
f'(x) : Egj={x]|z¢€E.sif este derivabilain z}.
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Practic, pentru precizarea domeniului Ej, se calculeaza derivatele laterale
f1(b) si £} (b) in acele puncte b ale domeniului de continuitate E, In care exista
dubii asupra existentei expresiei f'(x).

e Daca f!(b) si f};(b) sunt finite si egale, atunci b apartine domeniului de
derivabilitate Ej.

y— f(b) = f'(b)(x —b)

Functia f este derivabila in punctul &
iar dreaptay — f (6) = f' (b) (x — b)
este tangenta in punctul (b, f (b)).

y= flz)

e Daca fl(b) si f;(b) sunt infinite si
egale, atunci f nu este derivabila in b,
iar dreapta x = b este tangenta verti-
cala. Punctul (b, f (b)) este un punct de
inflexiune cu tangenta verticald al gra- )

ficului. (b, f(b))
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e Daca f! (b) si f}(b) sunt infinite si diferite, atunci f nu este derivabila in
b, (b, f (b)) este un punct de intoarcere al graficului, iar semidreapta = = b
(cuy > f(b)saucuy < f(b), dupa caz) este semitangenta verticala.

p=fz)

(b, F(b))

e Daca f! (b) si f} (b) sunt finite si diferite sau cel putin una dintre derivatele

laterale este finita, atunci functia nu este derivabila in b, iar (b, f (b)) este un
punct unghiular al graficului.

(b. f(b))

y — f(b) = f',(b)(x — b)

y— fb) = fb)z—b)
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Se rezolva ecuatia f’ (z) = 0. Solutiile acestei ecuatii (zerourile derivatei)
se numesc puncte critice sau stationare ale functiei f.

Importanta studiului amanuntit al derivatei intai consta in urmatoarele:

-punctele de extrem ale functiei se gasesc printre punctele sale critice, un-
ghiulare sau de intoarcere;

-semnul derivatei intai ofera informatii despre intervalele de monotonie:
f'(x) >0 peintervalul I C E; = f este crescatoare pe I,
f'(z) <0 peintervalul I C E; = f este descrescatoare pe I.

Studiul derivater a doua

Calculul derivatei a doua f” (z).
Precizarea domeniului maxim de existenta al expresiei f” (x).
Se determina solutiile ecuatiei f” () = 0 (zerourile derivatei a doua).

Punctele de inflexiune ale functiei se gasesc printre zerourile derivatei a
doua sau printre punctele in care f are derivata (finita sau infinita), dar nu
este derivabila de doua ori.

Semnul derivatei a doua stabileste intervalele pe care functia este concava
sau convexa

f"(x) > 0 pe intervalul I = f este convexa pe I,
1" (xz) <0 pe intervalul I = f este concava pe I.

Daca expresia f’(z) are o forma complicata (calculul lui f”(x) ia mult
timp) sau ecuatia f” (z) = 0 este dificil de rezolvat, se poate renunta la studiul
derivatei a doua.

Tabelul de variatie al functies

H Se agaza crescator punctele importante determinate mai sus.

x

f'(x) || Se studiaza semnul pe fiecare interval evidentiat la pasul 3.
1" (z) | Se studiaza semnul pe fiecare interval evidentiat la pasul 4.
f (z) || Pe fiecare interval se traseaza sagetile ce indica monotonia
si forma ramurilor ce alcatuiesc graficul functiei,
respectand urmatoarele reguli:
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T T T T
flz) + flix) + fl(z) - flix) ==
J(z) =+ Jx) = J(x) t Jx) =
flx) fla) fla) fla)
Crescatoare, Crescatoare, Descrescatoare, Descrescatoare,
convexa concava convexa concava

Valori importante

Se calculeaza coordonatele punctelor in care functia nu este continua, nu
este derivabila, ale punctelor critice si ale punctelor de inflexiune. Valorile
gasite se trec in tabelul de variatie al functiei.

Se calculeaza coordonatele punctelor de intersectie cu axele:
NOx: y=0<« f(z)=0 (seretin doar valorile z € E).
NOy: x=0=y=f(0) (doar daca 0 € E).

Reprezentarea grafica

-se traseaza axele de coordonate,

-se stabileste unitatea de masura pe fiecare axa in parte,

-se traseaza asimptotele si tangentele verticale,

-se evidentiaza punctele importante ale caror coordonate au fost calculate
mai sus,

-se traseaza graficul functiei conform tabelului de variatie.

Observatii

Se studiaza eventualele simetrii ale graficului.
e Daca f este o functie pard, adica f (—z) = f (z) (V)z € E, atunci
graficul functiei este simetric fata de axa Oy.
e Daca f este o functie impara, adica f(—z) = —f(x) (V)z € E,
atunci graficul functiei este simetric fata de origine.

Se studiaza periodicitatea.
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Functia f este periodica cu perioada T daca f(x+T) = f(x) (V)x € E;
cel mai mic numar pozitiv 7' cu aceasta proprietate (daca exista) se numeste
perioada principald.

Se determina imaginea functiei: Imf ={y | (I)z € Fail y= f(x)}.

Exemplul 1 Reprezentarea grafica a functiei

x|z|

f:ECR—=R, f(x)= 10

Domeniul mazim de definitie E = R\ {%}

Numitorul fractiei trebuie sa fie diferit de zero: 3z — 10 # 0, prin urmare

reR\ {10},
Limitele functiei la extremitatile (finite si infinite) ale intervalelor din E

Domeniului de continuitate: E, = E = R\ {%} = (—oo, %) u (%7 +oo) ,
deoarece f este compusa de functii continue; prin explicitarea modulului, ex-

presia sa devine

f(z) = 31‘—210

T
3x — 10

, T € (—00,0)

e [0,2) U (2 o)

Functia f este continud in z = 0 deoarece f (0—0)=f(0+0)=f(0)=0.

Limitele laterale in punctul de abscisa X sunt

3

10 10 10 100
TR IR -
3 0 3 0,

10
Dreapta x = — este asimptotd verticala la graficul functiei (atat la stanga,
cat gi la dreapta).
Limitele la +00 sunt infinite si diferite:

; — —x? -1 (_ 1 _
xl_l)r_noof () = zhm g = 3 (—00)T = 400,
. 2
lim f(x) = hm 31;‘ o= (+oo) = 400,
T—r00

prin urmare nu ex1sta asnnptote orizontale.
Existenta asimptotelor oblice se studiaza pe fiecare ramura in parte.
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Yy=mr+n

my = lim (z) = lim e = —1
I o r a5 (31: — 10) x 3
~ lim (f (@) —mz) = lim (4]
= A M ) = o\ 3z —10 ' 37
. =324 32% - 10z 10
= lim = ——,
@——00 3(3z — 10) 9
. f(x) i x? 1
— ] = 1 - = =
M= e 500 Bz —10)z 3’

. . x? 1
= Ji 1) =) =l (55755 5)
3x2 — 322 + 10z 10

= lim = —.
r——o0  3(3x — 10) 9
Dreapta y = —gac — — este asimptota oblicd la ramura spre —oo.

10
Dreapta y = gx + 9 este asimptota oblica la ramura spre +oo.

Studiul derivatei intas

Pentru inceput se calculeaza

( 2 )’295(395—10)—3:1;2 327 — 20z

3z — 10 3z —10)°  (3z—10)"

rezulta expresia derivatei intai

—32% + 20

Lf , €T e (_007 0)
Kbk [0,29) U (12, +00)
3z —10)% IR

Functia f este derivabila in punctul = 0 deoarece f! (0) = f;(0) = 0.
Domeniului de derivabilitate coincide cu domeniul maxim de definitie E.

Punctele critice ale functiei f sunt radacinile ecuatiei f'(x) = 0, adica

20
322 —20r = 0. Rezulta r =0 si 2 = 3
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Studiul derivater a doua

Din
(33:2 — 2ox>’ 200
(32 — 10) (32 — 10)°

rezulta expresia derivatei a doua

—200
m , T € (—00,0)
1 _ -
f(z) = 200 10 10

Functia f nu este derivabila de doua ori in z = 0 deoarece derivatele laterale

1 1
sunt diferite: f(0) = 5 iar f7(0) = —F
Ecuatia f” () = 0 nu are solutie.
Tabelul de variatie al functier
x H —00 0 ?—0 ‘ 1—304—0 23—0 +00
1 (x) — 0 — — 0 +
f" (z) + | - + 4+ o+
f(x) | +o0 0 —oo | +oo £ | +o00
inflexiune \ . min

Valori importante
=0 f(®)=%
Coordonatele punctelor de intersectie cu axele:
NOz: y=0&f(r)=0 —— =
NOy: x=0=y=f(0)=0.

Reprezentarea grafica
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Y

|
)

Observatie Imaginea functiei: Im f = R.
Exemplul 2 Reprezentarea grafica a functiei

f:ECR—=R, f(x)=+v6x2—2a3

Domeniul mazxim de definitie E =R

Limitele functiei la extremitatile (finite/infinite) ale intervalelor din E

Domeniului de continuitate: E, = E = R deoarece f este compusa de
functii continue.

Limitele la 00 sunt infinite:

lim f(z)= lim V622—23= lim z¢/¢ = Foo,
z—+00 z—+o00 r—+00
prin urmare nu exista asimptote orizontale.
Existenta asimptotei oblice:
Yy =mx-+n,
flx) _

m= lim {2 = lim Y22=° _ |y 3/6 1= 1,
z—too T x—+o0 z z—Foc0 V T
n= liril (f () —mzx) = hm (V622 — 23 + x)
T— 100 xr—r
— ].l 622 —z3 423 _ 622 _ 2

z—+o0 \/(6w2—w3) —z V622 —z3+a? - z—)ﬂ:oo z2(3/(§_1)2_ 3 §_1+1) -
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Dreapta y = —x + 2 este asimptotd oblica la graficul functiei, atat spre
—00, cat si spre oco.
Studiul derivatei intai

I (z) = —Hzese o)  _ A2 ypdex #£0siz#6.

3 %/(6x2~x3) \/14(6 —z)? {/z(6—z)2
Se studiaza derivabilitatea in punctele r=0gz=6.

f;(o):m —oo §i f3(0) = g/ﬁ = +00

Functia f nu este derivabila in punctul z = 0.

Dreapta x = 0 este tangenta verticala la stanga si la dreapta la graficul
functiei.

Punctul (0, f (0)) = (0,0) este punct de intoarcere al graficului.

fi(6) = %/6._;'—+)2:_OO si f3(6) = %/6‘_(?)—7)2:_00

Functia f nu este derivabila in punctul z = 6.

Dreapta x = 6 este tangenta verticala la graficul functiei.

Punctul (6, f (6)) = (6,0) este punct de inflexiune al graficului.

In concluzie, domeniului de derivabilitate al functiei este Ey = R\ {0,6} .

Punctul critic ale functiei f este solutia ecuatiei f’'(x) =0: x = 4.

4. Studiul derivatei a doua
—3/x(6—z)%—(4— Z)M +22(6—x)(=1)
\/_

" _ 260t —3w(6—2)’—(4—x)(6—)(6=3z) _
f (.’17) \/3:2(67x 3 %/x4(6~z)8
_ —3(6-a)(@(6—a)+(d—2)2—z)) _ —(6r—a’+8-2w—dzis?) 8
3z(67a:)2 %/x(ﬁfzf z(6—x) %/w(sz)2 z(6—x) i/a:(ﬁfav)2 ’

Ecuatia f” (z) = 0 nu are solutie.

Tabelul de variatie al functiet

T H —00 0 4 6 +00
[ (z) - | + 0 - | -
f"(x) - | - - | +
f(x) || +o0 0 2v/4 0 —00
\Intoarcere max v inflexiune

Valori importante
F0)=0, f(4) =2V, f(6
Coordonatele punctelor de 1ntersec‘gle cu axele:
NOzx: y=0&f(r)=0a V622 —23=0:2=0,2=6.
NOy: x=0=y=f(0)=0.
Reprezentarea grafica
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24

Observatie Imaginea functiei: Im f = R.

D. Integrabilitate si aplicatii

Definitie

Functia f : I — R (I C R, interval) este primitivabila daca exista o
functie F': I — R, numita primitive lui f, avand proprietatile:

(i) F este derivabila pe [

(ii) F'(z) = f(x), V)x € 1.

Multimea tuturor primitivelor lui f este notata prin / f(x) dx, ce se citeste
"integrala nedefinita a lui f in raport cu 7. Intrucat orice doud primitive ale
aceleagi functii primitivabile diferd printr-o constanta (f este definita pe un

interval !), pentru determinarea integralei nedefinite este suficienta gasirea unei
singure primitive F. Are loc egalitatea de multimi

/f(a:)da:: F(z)+C,
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unde C reprezinta multimea functiilor reale constante definite pe I.
Proprietatea (ii) din definitie permite alcatuirea unui tabel cu integrale

nedefinite a carui consultare atenta reprezinta o prima metoda de primitivare.

In plus, din (ii) rezulta si proprietatea de liniaritate a integralei nedefinite:

Jlas@)+ gta)dr=a [ faydo+5 [ oo de.
oricare ar fi f,g: 1 — R, primitivabile gi a, § numere reale.

Tabelul primitivelor elementare?

xn+1
/:c”d:c: +C, z€lICR, neN
n+1

$T+1
"dx = 1C R\ {-1
/az dx T+1+C, relC(0,00), reR\{-1}

/%dmzZ\/EWLC, /ﬁdmz%xﬁ—i—& z el C(0,00)

1
/—dx—lnx—i—C, z el C(0,00)
x

/axdx:a +C, ze€lCRa>0,a#1
Ina

1 1
/—dmz—arctgz—FC, rel CRa#0
a a

x? + a?
1 1 r—a
mdl’:%ln T a +C, xze€lCR\ {—a,a},a>0
/sinxdx:—cosx+C, /cosxdx:sinx+c, relCR

/tg:zdx:—ln\cosﬂ—f—(f, rel CR\ {(Qk—f—l)g ] kEZ}

1
/,2 dr = —ctge +C, xe€lCR\ {kr|keZ}
sin® x

3] reprezinta intervalul de integrare.
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1 us
= C —
/Coszxdrc tgz +C, xe]_R\{(2k+1)2ykeZ}

1
/md%zln($+V$2+a2>+c, $€IQR,CL§£O

1
/\/ﬁdagzln’x%—vxz—azl—i—& xEIQ(—oo,—a)U(a,+oo),a>O
dx:arcsin£+c, rel C(—a,a),a>0

1
/m a

In practica isi dovedesc utilitatea si urmatoarele trei formule de integrare,
ce se pot verifica imediat prin derivarea membrului drept:

x
dr =+/x2+a*+C; /— dr =v/ 22 —a*+C;
N
=—vVa2—2*>+C,a > 0.

T
/ Va2 + a?
/ x dx
N
Problema A

Cum se poate decide daca functia f: D — R (D C R, interval) este sau
nu primitivabila?

Direct, problema poate fi rezolvata intuind (de exemplu cu ajutorul tabe-
lului) forma pe care ar trebui s-o aiba primitiva F' gi verificand daca sunt sau
nu indeplinite conditiile (i) si (ii) din definitie.

Posibilitatea rezolvarii indirecte a problemei A se bazeaza pe urmatoarele
rezultate:

e Orice functie reala continua pe intervalul D C R este primitivabila pe D.

e Daci f este o functie reald primitivabila pe intervalul D C R, atunci din
identitatea f = F”’ rezulta imediat ca f are proprietatea lui Darboux pe D.

a) Daca f nu are proprietatea lui Darboux pe intervalul D, atunci f
nu este primitivabila pe D.

b) Daca f are in punctul z, al intervalului D o discontinuitate de speta
I (adica limitele laterale f(zo—0) si f(zo+ 0) sunt finite, dar diferite), atunci
f nu este primitivabila pe D.

Astfel, pentru a dovedi primitivabilitatea unei functii este suficient (nu
sl necesar) sa se verifice continuitatea sa, ceea ce este mult mai comod in
comparatie cu verificarea conditiilor (i) si (ii) ale definitiei.
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Pentru a dovedi neprimitivabilitatea unei functii este suficient (nu i ne-
cesar) sa se verifice ca f nu poseda proprietatea lui Darboux, adica faptul ca
exista un interval Dy C D a carui imagine prin f,

f(Do) ={y |y €R, (Fzo € Do:y= f(z0)},

nu este interval.

Problema B

Cum poate fi determinata integrala nedefinita T = / f(z)dx a functiei

primitivabile f: D — R (D C R, interval)?

O priméa metoda o constituie, aga cum remarcam Inainte, consultarea atenta
a tabelului cu primitivele unor functii elementare. Descriem in continuare
cateva procedee de calcul a integralei nedefinite utile in rezolvarea problemelor.

Metode de integrare

METODA INTEGRARII PRIN PARTI

Daca f se poate exprima sub forma

cu u,v : D — R derivabile cu derivate continue, atunci
I= /f(x) dr = u(z) - v(x) — /u’(x) v(x)dr =...=F(z)+C

(cu alte cuvinte, calculul integralei initiale / u(z) - v'(x) dx se reduce la cel

al integralei [ u'(z) - v(z)dx care, la o alegere judicioasa a functiilor u si v,

poate fi mai simpla).

METODA SCHIMBARII DE VARIABILA (1)

Daca f se poate exprima sub forma:

f(x) = g(po(x)) - ¢'(z),
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unde ¢ : D — E (E C R interval) este derivabila, iar g : £ — R este
primitivabila cu primitiva G, atunci calculul integralei nedefinite

1 [ 1o = [ glet@) @) de

prin schimbarea de variabila ¢t = p(z), se reduce la calculul integralei nedefi-
nite:

7, - /g(t)dt— =G+ C

si in final

T =G(p(z)) + C.

METODA SCHIMBARII DE VARIABILA (2)

DacaV: F — R (E CR, interval) este bijectiva i derivabila iar (foW)- ¥’
este primitivabila pe E cu primitiva H, atunci calculul integralei nedefinite

I:/f(x)dx

se reduce prin schimbarea de variabila (substitutia) x = W(¢) la cel al integralei
7, = /f(\lf(t)) U (t)dt = ... = H(t) + C,

iar in final, revenind la variabila initiala (in baza bijectivitatii lui ¥,
t = ¥~1(z)), se obtine:
I=HW ) +C.

Substitutii remarcabile

Utilizarea formei canonice a trinomului de gradul al-II-lea

4 1
ar’ +br+c = 4_a (amz +bx+c) = P (4a2x2+4ab$+4ac) =
a a

= o [@ar 40 - A
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I, = /f (ax2 + bx + c) dr cu f integrabila

t=2ax4+b=>1T, = 1/ (t)dt, unde g(t)=f £-4
= 2ax t= oo g , unde g(t)= 10 .

Primitivarea functiilor rationale

I—/R(:p)dx— ggz;d

grP>gr@QQ = R= C—l—g (prestul) =7 = [ C () dx+f%d
grP < gr@ = Q@ se descompune in produs de factori
de gr.I si IT la diverse puteri
R= @ se descompune in fractii simple de forma
A ; Ax + B (cu A < 0)
——— | respecti cu
(az +b)"’ Peehy (ax? + bx + )" ’

care se vor primitiva fiecare in parte

Substitutii trigonometrice pentru eliminarea radicalului
ff(m)dx : r=a-sint
1 x2—|—a2)dm . x=a-tgt
[f(Wz aQ) de © z=—

cost
Substitutiile lui Fuler

[ R(z,Vaz®> +bxr +c) de, R rationald
A<0= t+ar=+ax>+br+c

xr—X
A>0= t= !

T — T

Integrale reductibile la integrale de functii rationale

ar +b JJar+0b ) .
IR <x, f/m7..., \/cx+d> dr, R rationala

b
t=1 Zj—td unde m = [p, .., q|
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reprezinta cel mai mic multiplu comun al numerelor p, ..., q.

J R(e®) dz, Rrationald : t=e"

t=1tg3

: . ) R(u,—v) = —-R(u,v) = t=coszx

J R(cosz,sinz) dx, R rationald Rl—wv) = —R(w.v) = t—sinz
R(—u,—v)=R(u,v) = t=tgx

Precizam in incheiere ca alegerea schimbarii de variabila tine de imaginatia
si experienta rezolvitorului care poate aborda o aceeagi problema prin doua sau
chiar mai multe modalitati. Este interesant sa comparati in asemenea situatii
rezultatele obtinute si sa explicati diferentele remarcate. De asemenea, este
util ca la integralele nedefinite intalnite sa reflectati asupra intervalelor maxime
pe care sunt definite functiile de sub semnul integralei.

Constructia integralei definite

Oricarei functii f : [a,b] — R i se poate ataga un numar real o, dupa cum
urmeaza:
- se construieste o diviziune a intervalului de definitie:

(A) a=20<21<Ty< ... <Ti1 <x; < ... <Tp_1 <Tp=0,

- se alege un sistem de puncte intermediare diviziunii:

(T) {t17t27 "'7ti7 --~7tn}7 ti € [miflaxi} (7’ = 17”)7

- se definegte

n

oA 1) = Zf(tz)(xz — Ti-1).

i=1

Numarul o¢(A,7) se numeste suma integrald Riemann a lui f relativ la
diviziunea (A) si sistemul de puncte intermediare (7). Din punct de vedere
geometric, pentru functii pozitive, acest numar reprezinta o aproximare a ariei
”de sub grafic”.
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F(t)

/T
i |
i

~_

(9] a=xy T L b==m, -

Definitie
Functia f : [a,b] — R este integrabild (in sens Riemann)daca exista un
numar real I care verificd urmatoarea proprietate:

”pentru orice numar € > 0 exista d. > 0 asa incat

oricare ar fi diviziunea (A) cu norma p(A) := max(z; — x;—1) < 0. si

2
oricare ar fi sistemul de puncte (7), intermediare diviziunii (4),
are loc inegalitatea |0 (A, 7) —I| < &”.
b

Numarul I, daca exista, se noteaza f(z) dx si reprezinta " integrala de-

a
finita a functiei f pe intervalul [a,b] in raport cu variabila z”.

2 . e . a .
In cazul particular al partitiei uniforme cu norma rezulta

JLH;OTZf( ) - /f

Problema C

Cum se poate decide dacd functia f : [a,b] — R este sau nu integrabila?

Utilizarea definitiei, desi incomoda, este uneori inevitabila.
Urmatoarele rezultate sunt utile pentru evitarea definitiei in studiul inte-
grabilitatii:
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e Oricare functie integrabila pe [a, b] este marginita pe [a, b].

e Functiile reale nemarginite nu sunt integrabile.

e Orice functie reald monotona pe [a, b] este integrabila pe [a, b].

e Daca f : [a,b] = R este continua pe [a,b] \ {x1,2s, ..., 21}, iar punctele
de discontinuitate z; (i = 1, k) sunt toate de speta intai (f(z; —0) si f(2; +0)
exista, sunt finite, dar diferite), atunci f este integrabila pe [a, b].

Problema D

b
Cum poate fi calculata integrala definita T = / f(z)dx ?
Pentru a calcula integralele este bine sa cunoasteti:
a) Proprietatea de liniaritate:
b b b
Jlat@ + gt dr=a [ f@)do+5 [ go)de. aper

b) Proprietatea de aditivitate la interval:

/bf(x)d$=/cf($)dx+/bf(x)dx,

unde g este integrabila, iar ¢ € (a,b).
Formula lui Leibniz-Newton

Daca functia f : [a,b] — R este integrabla si primitivabila, iar F' este o
primitiva a sa, atunci

/f(ac) dx = F(b) — F(a).

Exista functii integrabile care nu sunt primitivabile ceea ce face ca formula
sa nu poata fi aplicatd. Un caz aparte, in care nu se poate utiliza (direct)
formula, este acela al integralei unei functii, integrabile si primitivabile, a carei

primitiva nu este exprimabild prin functii elementare. Asemenea functii sunt
sin x
T 2

2
e~ %, cosx?, .
x
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METODE DE INTEGRARFE

Integrarea prin parti se aplica daca f (x) = u (z) - v (x) :

/abf(x) dx:/abu(a:)-v’(x) de =u(z)-v(x)

Schimbarea de variabila (1) se aplica daca f (z) = g (¢ (z)) - ¢’ (2) :
I=[,f(@)de=[g(p) ¢ (@) de
t=p(r)=dt=¢ (z) dx

r=a=>t=¢(a) si z=b=>t=¢p(b)

I=["0g(t)dt=C(p (1) —GC(p(a)

Schimbarea de variabila (2) se aplica daca f (z) are o forma speciala (vezi
lista substitutiilor remarcabile):

I:fabf(:v) dx
t=p@)er=y¢F @=¢")
r=1 ()= do=1"(t)dt

r=a=>t=¢(a) si t=b=1t=p(b)

= [0 ®) W () dt = H (g (b)) — H (¢ (a))

Proprietatile integralei definite

Teorema
Daca functia f : [a,b] — R este continua, atunci
i) f este integrabila pe [a,b],

ii) f este primitivabila pe [a,b], iar F': [a,b] = R, F(x / f(t)dt este o
primitiva a lui f.
Pentru orice functie continua f : [a,b] — R are loc identitatea

| [ 1w ) = s
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Observatie
Integrarea si derivarea sunt operatii ”inverse” una celeilalte in sensul ca

[d@a=g@rc s | [owi] —g@.

a x

Teorema
Fie f, g : [a,b] — R integrabile. Daca

f(@) <g(z), (V)z € [a,b],

atunci

Teorema
Daca f : [a,b] — R este integrabila si

m = inf f(x),M = sup f(x),

$€[a’b] $€[a,b]

atunci

b
m(b— a) §/f(x)da:§M(b—a).

a

Ay
M T~ ‘ - f
f(b)
/Mf(.'r)d,r
f(a)
M @ e e e e e e SO e e ¥}
m(b—a)

a
Tar L
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Teorema (formula de medie)
Daca f : [a,b] — R este continua, atunci exista un punct ¢ situat intre a si
b aga incat

[ @)= s~ a).

i

/ f(x)de

TS ’ AV i P

e

F————_—.——T*i\—ﬂ;’——————————————
AN o,

=]
v ]
-
]

b
1
Numarul 2 / f(z) dx se numeste valoarea medie a functiei f pe inter-
—a
valul [a,b].
Teorema

Fie a € (0,00) si f : [—a,a] — R o functie integrabila.
(i) Daca f este functie para, atunci

/a fla)de =2 / () da.

(ii) Daca f este functie impara, atunci

/af(x) dx = 0.
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Aplicatii ale integralei definite in geometrie

i) Aria domeniului mdrginit cuprins intre graficul unei functii pozitive §i
aza Ox

Fie functia continua f : I € R — R. Daca f este pozitiva pe intervalul
(a,b) C I, atunci aria domeniului delimitat de axa Oz, dreptele x = a,x = b
si portiunea de grafic cuprinsa intre aceste drepte este

Ap = /abf(x) dx.

ii) Aria domeniilor marginite cuprinse intre graficele a doud functii

Doua functii continue f,g : I C R — R, ale caror grafice se intersecteaza
in punctele de abscise a < b < ¢, determina un domeniu marginit a carui arie
este

Agg = /C lg (x) — f (z)| dx.

De exemplu, in cazul figurii de mai sus, avem

Apg = / (9(x) — f(z)) dv + /bc (f(x) —g(x)) dx.

Ezemplu
Aria discului circular de raza r (centrat in origine):

D={(z,y) |2 +2<r?}={(z,y) | —ViIZ -2 <y<Vi?— 2%}
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Aria (D) = / \/7’2—$2—<—\/7"2—1'2>‘ dx:2/ V12— 2?dx
= 4/ V2 —x2dx = (27“2 arcsin z 4+ 2xVr? — 1‘2) ‘ = 2.
0 T

0

iii) Volumul corpurilor generate prin rotirea graficului functiei in jurul axei
Oz

Daca f: I C R — R este o functie continua, atunci corpul generat prin
rotirea portiunii de grafic cuprinsa intre punctele x = a si x = b in jurul axei
Oz are volumul

szw/bfz(:c) dx.




PROBLEME DE ALGEBRA (simbol AL)

AL 1 Sasecalculeze {3,3}+{—3,3}, unde {x} reprezinta partea fractionara
a numarului real z.

d) 6,6 e) 1 f) -1

AL 2 Fie A= (/2,100 —+/2) si B =

(\/5, 100 + \/5) Cate numere naturale
contine multimea A N B?

a) 96 b) 97 c) 100 d) 101 e) 197  f) o infinitate

AL 3 Sa se determine suma solutiilor ecuatiei |z|+ |z 42| =3

a) —3 b) —2 c) —1 d)1 e)2 f) 3

AL 4 Cate numere intregi se gasesc in multimea A = {z € R, |22 — 3| <6} ?

a) 0 b) 7 c) 4 d) 2 e) 6 f) 5

AL 5 Sa se determine multimea valorilor lui x pentru care

r—1 x+1
x+1 x—l_o'
a) (—oo,—1)U0,1) b) (=00, 1) c) R
d) @ e) (1, +oo) f) (=00, —2)

103
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AL 6 Andrei si Cristian joaca un joc in care persoana care pierde o runda 1i
da celuilalt jumatate din punctele pe care le are in acel moment. Ei incep jocul
cu 4a, respectiv 4c puncte. Daca Andrei castigd prima runda, iar Cristian o
cagtigd pe a doua, cite puncte are Cristian la sfargitul celei de-a doua runde?

a)2c  b)2c+a c)2a+c d)3c+a e 3c+2a f)2c+2a

AL 7 Dacia=0b-c? cscade cu 20%, iar a rdmane constant, cu ce procent
creste b?

a) 56,25%  b) 40%  ¢)20%  d)0,025% e)0,5%  f)60%

AL 8 §Sa se determine multimea solutiilor reale ale ecuatiei
1] 1
=-a
unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului real a.

a){%,nEN*} B U {k,k+1] ¢) {n?n € N\ {1}}

keN* k

d) {1} e) [0,1] £) (0,1)

AL 9 Sa se calculeze suma solutiilor ecuatiei

5+6x_15x—7
8 -5

19 20 14 13 10
it = == 1 i £) =
%) 15 b 15 ) 15 d) °) 75 ) 15

AL 10 Sa se calculeze media aritmetica a solutiilor ecuatiei

[z] + [22] + [3x] = 4x.
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AL 11 Sa se determine multimea solutiilor ecuatiei

[a)® — (2a — 1)[a] + 3a = 0.

olran{-3} w3 ) [0,5
d) {~3.-2,0,4,5) &) (—1.4]\ {g} ) {0,4)

AL 12 Care dintre urmatoarele variante reprezinta negatia propozitiei
Ve>0,an>0,Vr e D: |z —ao| <n=|flzx)—1Il<e?

a)Ve>0,An>0VreD:|lx—xzo| <n=|f(zx)=I<e
b) Ae >0, An>0VeeD:|z—xo|<n=|f(z)—1I<e
c)Ve>0,In>0,Vr e D: |z —xo| <n=|f(zx)-1]>¢
d)Ie>0,Vn>0,Fxr€D:|x—xo| >nsi|f(z)—1]>¢
e)Ve>0,In>0Ve e D: |z —xo| <n=|f(x) =1 >¢
f) Ie>0,Yn>0,3x € D:|x—xo| <nsi|flx)—1I]>¢

AL 13 A demonstra prin contrapozitie propozitia p — ¢ Inseamna a de-
monstra ca este adevarata implicatia ¢ — p. Care dintre enunturile de mai jos
trebuie argumentat pentru a demonstra, folosind si contrapozitia, proprietatea

VmeM, YneN, pim,n)Ag(m,n) — r(mn) ?

a)VmeM, YVneN, #(m,n) — p(m,n)Vqgm,n)
b)dmeM, Ine N, r(m,n) — p(m,n)Vqgim,n)
c)dmeM, IneN, 7(m,n) — p(m,n)Aqgm,n)
d)VmeM, IneN, 7(m,n) — p(m,n)Vqgim,n)
e)VmeM, VneN, 7(m,n) — p(m,n)Aqgm,n)
fyIme M, YneN, 7(m,n) — p(m,n)Vqgm,n)
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AL 14 Despre multimile A, B, C, D, E se stie ca: toate elementele lui A
sunt gi in B, toate elementele lui B sunt gi in C', exista elemente ale lui C' care
nu sunt in B, toate elementele lui D sunt si in C, dar nu toate elementele din C'
sunt In D, nu exista elemente comune multimilor A si D, exista elemente care
apartin atat lui B, cat si lui D, unele elemente ale lui £ sunt si elemente ale
lui D, dar nu sunt elemente ale lui B. Care din urmatoarele afirmatii rezulta
din ipotezele anterioare?

a) exista elemente ale lui F care apartin lui A
b) multimea E este inclusa in multimea B
c) toate elementele lui F apartin si lui C'
d) exista elemente ale lui B care sunt i in A gi in F
e) unele elemente ale lui E sunt elemente ale lui C'
)

f) multimile C' si E nu au elemente comune

AL 15 Fie propozitiile p si g. Sa se precizeze in cate cazuri din cele pre-
zentate in urmatoarele tabele de adevar se poate trage concluzia ca propozitia
q este adevarata:

100 [ i
AL 16 Sa se calculeze suma (Z j).
=\ =

=1

5050
a) 171700 b) =5~

d) 206040 e) 2550 f) =
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AL 17 Cate perechi (z,y) de numere intregi satisfac inecuatia
|z| + |y| < 107
a) 181 b) 180 c) 90 d) 91 e) 101 f) 4-181

AL 18 Cate triplete (z,y, z) de numere naturale verifica ecuatia
r+y+z2=107
a) 66 b) 60 c) 72 d) 120 e) 144 f) o infinitate

AL 19 Fie M = {@ ca,b,ce{0,1,2,...,9},a # 0} multimea numerelor
naturale de trei cifre §i s = a + b + ¢ suma cifrelor unui astfel de numar. Cate
elemente ale multimii M verifica s < 23 7

a) 880 b) 890 c) 780 d) 860 e) 790 f) 881

AL 20 Cate triplete (a,b,c) de numere intregi verifica inecuatia
(a—1)(a=3)+b-=5)0b—-T7)+(c—=9)(c—11) <07
a) 0 b) 1 c) 6 d) 12 e) 18 f) 19

AL 21 Sa se determine cate numere de 6 cifre au toate cifrele pare.

a)4-5  Db)4.5* )5 d) 5° e)4-55 ) (4-5)°

AL 22 Cate numere pare de 4 cifre incep si se termina cu aceeasi cifra?

a) 324 b) 360 c) 400 d) 500 e) 900 f) 1000

AL 23 Se formeaza un numar alaturand, unul dupa altul, patratele numerelor
naturale diferite de zero, consecutive: 149162536... S& se determine In acest
numar cifra agezata pe pozitia 99.

a) 2 b) 1 c)4 d) 0 e)7 f) 3

AL 24 Intr-un sir aq,as,as,..., fiecare termen, incepand cu al doilea, se
obtine marind cu 1 opusul termenului precedent. Daca a; = 2, sa se determine
suma, primilor 99 de termeni.

a) 49 b) 50 ¢) 51 d) 99 e) 101 f) 98
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AL 25 Se considera girul de numere rationale pozitive

1213214321

1717271727371727374""

o . . . . . . 2016
Sa se determine al catelea termen al girului este numarul 2015 -
a) 8120450 b) 8118435 c) 2015
d) 2016 e) 8000111 f) 8000

AL 26 O particula se migca in sistemul cartezian de coordonate dupa urmatoa-
rea schema: porneste din origine, dupa primul pas se migca o unitate la
dreapta, la cel de-al doilea pas se muta 2 unitati in sus, la al treilea pas 3
unitati la stanga, la al patrulea pas 4 unitati in jos, la al cincilea 5 unitati la
dreapta si agsa mai departe. In ce punct se va afla particula dupa 2022 de pasi?

a) (1011,1012) b) (1021, 1020) ¢) (1020, 1020)
d) (1001, —1020) e) (1004, 1005) f) (1010, 1011)

AL 27 Fieay,...,a,, ... termenii unei progresii aritmetice de ratie r. Stiind ca
as = 20 si aj9; = 60, sa se determine r gi formula termenului a,,1.

1
8)r =, aui=n-—1 b) 7 =1, s = 10+ 2
4 2
1 n 1 n
C)T_§7Gn+1:10+§ d)T’:—§7an+1:1+§
1 n n
e)T:§7an+1:1+Z f)r:17a7’b+1:10+6

AL 28 Un muncitor taie o scandura cu lungimea de 4 m in 10 bucati, fiecare
bucata fiind cu 6 ¢m mai lunga decat precedenta. Ce lungime are cea mai
scurta bucata?

a)l0em b)llem c¢)12em  d)13em  e) 14 em  f) 15 em
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AL 29 O racheta este lansata in plan vertical gi parcurge in prima secunda
150 m. In fiecare din urmitoarele secunde parcurge cu 10 m mai putin ca in
secunda precedenta. Care este inaltimea maxima la care ajunge racheta? Cat
dureaza pana ajunge la inaltimea maxima?

a) hmazr = 1200 m, t =15 s b) hpmaz = 1000 m, t =10 s
¢) hmaz = 1500 m, t =20 s d) hmaz = 2000 m, t =25 s
e) Niae =800 m, t =7 s ) hpnae = 1800 m, t =22 s

AL 30 Fie S,, si S, suma primilor m si respectiv n termeni ai unei progresii

S 2
aritmetice (m # n) cu primul termen nenul. Stiind cd —= = m_2 , S& se
. Sy n
determine —= .
Qn,
2m — 1 2 1
2) m b) m+ o) m
2n —1 2n+1 n
-1 2m — 3 1
a) e) 2 £
n—1 2n —3 n+1

AL 31 Fie n un numar natural mai mare decat 3. Sa se calculeze suma

242242224 ---4+22...2.

n ori

) 2 /10" — 10 2 10"'H 1
a) = | — —n — —n—
9 9 8

1 92 n+l 2 10 n+1 -1
c) = T -2 n d) 2 0 —-n

9 9 9

1 /10" —10 2 /10" —10

- — = fy — [ —— — 1
e) 5 < 5 n) ) a1 ( 5 n+ )

AL 32 Populatia de amoebe dintr-o colonie se dubleaza dupa fiecare doua
zile. Daca acum gase zile erau 200 de amoebe, céite vor fi peste patru zile?

a) 1600 b) 3200 ¢) 6400
d) 12800 e) 800 f) 25600
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AL 33 Populatia unui tip de bacterie se tripleaza la fiecare 10 minute. Daca
acum 20 de minute populatia numara 100 de bacterii, peste cate minute din
acest moment populatia va atinge 24300 de bacterii?

a) 10 min b) 15 min c) 20 min
d) 25 min e) 30 min f) 35 min
AL 34 Fie by,bs,...,b,, ..., 0 progresie geometrica cu termeni nenuli si ratie

g # 1. Stiind ca by = 1 §i 2b,41 — b, — by,—1 = 0 pentru orice n > 2, sa se
determine ¢ gi suma .S,, a primilor n termeni ai progresiei.

bids 30 (D) veebsod ()

AL 35 Fie progresia geometrica bq,bs, ..., b,, ..., de ratie ¢ si termeni strict
pozitivi. Sa se calculeze suma

bi +by by +0bs bn_1+ by,
R S R
by +bs by + by bp + bpia
2n n n n—1 n—1 n+ 2
a) — b) — C d e f
)q )q )q+1 )q+1 ) q ) q

AL 36 Fie progresia geometrica by, b, ..., b,, ..., de ratie ¢ # +1 si termeni

nenuli. Sa se calculeze raportul B unde

1 1

. 1
S:b§+b§+---+bi+1 St P:b—2+b—2+"'+b2—.
1 2 n+1

a) b D) BT o bt d)blg™ ) BT f) by
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AL 37 Se considera un patrat de arie S;. Mijloacele laturilor acestui patrat
sunt varfurile unui alt patrat, a carui arie o notam cu Ss. In acelagi mod,
construim succesiv un gir de patrate ale caror arii le notam cu (S,),>1 (la
fiecare pas construim patratul de arie S, ca fiind patratul care are drept varfuri
mijloacele laturilor patratului precedent, cel de arie S,,_1). Sa se determine cel
mai mare numar natural nenul n pentru care 2017S,, > S;.

a) 1 b) 10 ¢ 11 d) 2016 e) 2017 f) 2018

AL 38 O particula se misca in sistemul de coordonate xOy dupa urmatoarea
regula: la fiecare pas, din punctul de coordonate (x,y) particula se muta in
punctul de coordonate (x + y, —x). Daca particula pleaca din punctul (1,1),
unde se va afla dupa 2022 pagi?

a) (1,1) b) (1,0) c) (0,0)
d) (0,-1) e) (—1,1) £) (2,-1)

AL 39 Fie functia f: R\ {-1, 1} — R,

z—1

f($):x+1'

Sa se determine f(—z), pentru orice x € R\ {—1, 1}.

1 1 1
AL 40 Fie functiile f,g: R — R,
flx)=2>—2 50 g(x)=3z—1.
Sa se determine functia compusa (f o g)(z), pentru orice x € R.
a) 9% — 9x + 2 b) 3z (2% — x) ¢) Bz —1)—=x

d) 22 4+ 2z —1 e) 3r? — 3z f) 2% —z
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AL 41 Fie functiile f,g : R — R,
r—1, daca =<0
20 — 3, daca z >0

f(x) = si g(r) =2 -2

Sa se determine (f o g) (z), pentru orice z € R.

B r—3, <0 L B x, v <2
Do) =y, ooy DUed@=y, o

=3 <2 d B x, r < —2
V@ =y, 1 .5, DUe@=y, o o,

B x, v <0 ¢ B 43, v <0
e ®=9 4 250 VI =1 907 w30

AL 42 Sa se determine toate functiile f, g : R — R de forma

flx)=ax+1 ¢ g(x)=x2+0b, a,beR,

stiind ca fog=go f.

a) f(x)=x+1lg(x)=2x

c) fle)=x+1,9g(x)=x+b d) f(z)=ar+1,9(z)=x+1
e) f(x)=ar+1,g(x)=xsau f(x)=ax+1,g(x)=x+Db

Y f(x)=x+1lg(@x)=zsif(x)=x+1,9g(x)=2—-1

AL 43 Sa se determine functia de gradul intai, stiind ca graficul sau taie axa
Oz in punctul de abscisd x = v/3 si trece prin punctul B (2\/5, 2).
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AL 44 In cate puncte taie axa Ox graficul functiei f : R — R,

r—1, daca z <0
f(z) = )
—2r—3, dacax>07
a) 2 b) 1 c)0 d) 3 e)b f) 4

AL 45 Fie functia f: R = R,
2z — 6, x € (—00,2)
fx)=< (m—1z, z€]l2,4)
x + 8, x € [4,00)

Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care f este
strict monotona pe R.

a) (1,2)  b)(L4) o (L4 412  e[01  f)(100)

AL 46 Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care
ecuatia
4+ lzl=ma(z+3), meR

are exact trei solutii reale diferite.
1
a) R b) (g, 1) c) &
d) (=00, 1] e) R\{-1,1} f) R\ {1}

AL 47 Fie ecuatia
ar’? — (a+ 1z +a*>=0, a € R*
cu solutiile 1 gi xo. Sa se determine o relatie independenta de a intre zy si 5.
a) (r1 + xo)w122 = 1 + 2129 b) (z1 + xo)x120 = 1 — 2129
C) 1 — To =24 129 d) z12e =1+ 21 + 29

e) (Il — (Eg)xllb'g =3+ T1X9 f) l'% + 33% =14 T1X9
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AL 48 S4 se calculeze expresia £ = z] — x4, stiind c& 1 si o, cu z; > 9,

sunt solutiile ecuatiei 22 — ax — a® = 0, unde a € (0, 00).

a) B = 5a"/3 b) E = d® ¢) E =3a*\/5
d) E =a*V/5 e) E = 4a® f) E = 3a*

AL 49 Sa se formeze ecuatia de gradul al doilea cu radacinile

Y1 =75 1Y2= —,
Ty Ty

stiind ca x; si x5 sunt solutiile ecuatici 22 +x —a = 0, a € R*.

5a* +1 1
a) y? + a:— y+a=20 b)yQ——zy—a:O
a a
5a* + ba + 1
)y’ +a=0 d)yz—i-a—tz_za—'—y—a:()
e)y —a=0 f) y>? = 2a+3=0

AL 50 Sa se determine multimea valorilor parametrului real nenul a stiind
ca inecuatia

ar? — (a+ 1z +1>0

este verificata pentru orice x € R.

a) (—oo, —1] b) [1,400) c) {1} d) (0,1] e) R* f)o

AL 51 Fie a € R si multimile
A={r eR|z? — (a+2)x +2a=0}5i B={z€R|z?— (2a + 1)z + 2a = 0}.

Sa se determine multimea valorilor parametrului a, dacd A N B are un singur
element.

a) (=oo, 1] b) {0} ¢) {0,1} d) {1} ¢ R f) &
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AL 52 Fie a € R si multimile
A={r eR|z? - (a+2)x+2a <0} si B={r€R|z? - (2a+ 1)z + 2a = 0}.

Sa se determine multimea valorilor parametrului a, daca AN B are exact doua
elemente.

a) {1} b) {0} c) {0,1}
ofo] 9o 0 o) o (L]

AL 53 O parabold y = az?+bx + c are varful in punctul de coordonate (4, 2)
si trece prin punctul (2,0). Sa se calculeze produsul abe.

a) =12 b) —6 )0 d) 1 e) 6 f) 12

AL 54 Fie functia f : R = R, f(z) = 22 = 2mz +2m* + m+ 1, m € R, al
carei grafic este parabola (P). Sa se determine multimea valorilor parametrului
m pentru care parabola (P) are varful situat in semiplanul y > 0.

a) [0, +00) b) {0,1} c) R d) o e) {—=1} ) (—o0,0]

AL 55 Si se determine functia f : R — R, f(z) = ax® + bxr + ¢, unde
a,b,c € R, stiind ca graficul sau trece prin punctul A(0, 1) si este tangent axei
Oz in punctul B(1,0).

a) 22% — 3x + 1 b) —22% +z+1 c) 3z% — 4z +1
d) 22 -2z +1 e) 12+ 2z + 1 f) —42? +3z +1

AL 56 Fie functiile f,g: R — R,
fla) = —a® = (a=2)x +2a si g(z) =2+ (b+ )z +b.

Sa se determine parametrii reali a si b, stiind ca graficele functiilor f si g se
intersecteaza in doua puncte distincte situate pe axa Ox.
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a)a=0,b=-2 b)a=1b=-2 ¢) nu exista
d)a=0,b=1 e)a=1,b=2 fla=-1,b=-2

AL 57 Presiunea dintr-un recipient variaza in timp dupa legea

5 5
-[0.1 R, p(t) = —t? — —t
p:[0,10] = R, p(t) 108 it

unde t este exprimat in minute. Dupéa cate minute presiunea este minima?

a) 4,5 b) 6,0625 )0 d) 1 e) 9 £) 6,5

AL 58 Fie functia f : [-1,3] — R, f(z) = —2? + 42 + 1. S& se determine
valoarea minima m si valoarea maxima M a functiei f.

a)ym=0,M=1 b)ym=—-4, M =5 c)m=—4, M =4
fym=—-4, M =400

d)mea, M=5 e)m=—4, M=1

?+zr+a

AL 59 Fiea € Rsifunctia f: R = R, f(z) = a1
x

multimea valorilor parametrului a, stiind ca imaginea functiei f este un interval

. S& se determine

de lungime 1.

a) [0, 400) b) (0, 1] c) {2} d) @ e) {1} f) (—o0,0]

AL 60 Daca numerele reale x si y satisfac relatia |z +y| + |z — y| = 2, sa se
determine valoarea maxima a expresiei 2 — 6x + y2.

a) 4 b) 5 c) 6 d) 7 e) 8 f) 9
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AL 61 Fie M = {(z1,y1), (x2,92), ...} multimea solutiilor sistemului

1 1
4 =1
x Yy
1 1
S4 se calculeze
>
(z,y)eM
1 1 2
b) = - d) = 1 f) 2

AL 62 Sa se determine valoarea parametrului nenul a pentru care sistemul
de ecuatii

Yy oo
T +y=2a
are o singura solutie.
a) —2 b) 2 c)4 d) 3 e) —1 f) —6

AL 63 Dacaz+y=2si 23+ y3 = —4, si se calculeze 2* + y*.

a) —8 b) —4 c) —2 d) 2 e)4 f) 8

AL 64 Sa se determine multimea valorilor parametrului real a astfel incat
intre solutiile complexe z; i 2 ale ecuatiei 2% + (2a — 1)z +3a — 1 = 0 s4 aiba
loc relatia

212
A=

21+ 29

o [0.3] b) (0, 1) &) [-1,1]

d) (1,00) e) (—oo,1) f) (2,3)
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AL 65 Sa se determine suma modulelor solutiilor complexe ale ecuatiei
22— (6—i)z+5—i=0.

a)2++v6 b1l )v6  d)2v6 e) 2 f) 14 /26

AL 66 Sa se determine suma modulelor solutiilor complexe ale ecuatiei
2% —922+8=0.

a) 3 b) 9 c) 2 d) 6 e) 8 f)y 7

280

AL 67 Sa se calculeze PN r— TR

c)i d) -1 e) —i f)1

AL 68 Se considera numerele complexe z si w astfel incat
|z| = Jw| = V1006 si |z+w|= V2013 .
Sa se determine valoarea lui |z — w].

a)l  b)v2012  ¢)0  d)VI006 e)v2011  f) /2013

AL 69 Se considera numerele complexe z si w astfel incat
|z| =4, [w| =7 si |z—w|=9.
Sa se determine valoarea lui |z + w|.

a) 2 b) 5 c) 6 d) 7 e) 10 f) 11

AL 70 Fie multimea A = {2z € C: 2|+ 2 =1+1i} si n > 1 un numar
natural. S& se determine multimea {2%", 2z € A}.
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a) {(-4)"} b) {(=4)"} c) {1, (=4)"}
d) @ e) {1 —-1)"} £) {G( —1))"}

AL 71 Fie z un numir complex ce verifica ecuatia 22 — iz — 1 = 0. S& se

: .. 1
determine valoarea expresiei <z4 + =
z

a) i b) 1 c) —1 d) —i e) 0 f) 2i

1\?
AL 72 Stiind ca 22 — 2z + 1 = 0, si se determine <z2 + —> .

2
2m
a) 2 b) —1 c) 0 d) co8 —= e) 1 f) —2
AL 73 Numarul complex z satisface conditiile |z —i| = |z — 1| = |z + 5. Sa

se determine |z|.

a) V3 b) 2 c) V5 d) 3 e) 2v/2 f) 4

AL 74 Se stie cd imaginea In plan a unui numar complex z = = + iy este
punctul P(z,y). Imaginile in plan a patru numere complexe sunt varfurile
unui patrat. Trei dintre numerele complexe sunt —1+ 2, —2 —2i si 3+14. Care
este cel de-al patrulea numar?

a) 3 —2i b) =2+ 3¢ c)2—31
d) —3+2 e) 2 — 2i £) 3 3i

AL 75 Fie numarul complex z care verifica ecuatia z + |z| = 2 4+ 8. Sa se
determine |z]? .

a) 34 b) 68 ¢) 100 d) 169 e) 208 £) 289
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v

AL 76 Fie z un numar complex astfel incat |z + 2| = |z —6(1 +¢)| = 5. Sa
se determine |z|.

a) 1 b) v2 ¢) V5 d) V13 e) V17 f) 5

AL 77 Care este valoarea expresiei

(Voriova o)

a) —2% b) 224 c) 2'2 d) —212 e) 28 f) —28
AL 78 Se dau numerele complexe z; = —1 §i 2o = —2 4+ 4. Sa se determine
numerele complexe z astfel incat |z — z1| = |z — 29| = |21 — 22].

3+v3  1FV3 3+v3  1FV3

a) — +1 b)— — 1

2 2 2 2
3++v3 1+ + 1
c) — V3 +1 V3 d) 3 V3 4T V3
2 2 4 4
3+ V2 1 2 3+vV3 1 3
o) 2\/_ v 1F2x/_ f 2\/_ v HFQ\/_

AL 79 Fie multimea A = {z € C | 224+ 2+ 1 = 0}. Stiind ca 2 € A, sd se
2210 9 B T 64234

calculeze 05 1 3
4 1
a) z b) 22 c) —3 d) 3 e) —1 )0

AL 80 Sa se determine suma solutiilor ecuatiei

2 =i\ z—i\? z—i
( )+( _)+ L1-0.
Z+1 Z+1 Z+1

a) 1 b) 1 c) —i d) -1 e) 0 f) 2i
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AL 81 Se considera numerele complexe 21, 23, 23 care indeplinesc conditiile
_ _ _ C2 2 2
|z1] = |z2| = |2z3| =1, z1+20+23#0 si 27+ 25+ 25 =0.
Sa se determine |z1 + 22 + 23]

a) 1 b) 0 c)4 d) 8 e) 2 f) 6

AL 82 Daca numarul complex z satisface relatia
|z =22+ |z = 3] = |z — 5|2,
atunci |z| este egal cu:

a) 4 b) 3 c) 2V/3 d) 2 e) 3v/2 f) V3

AL 83 Sa se determine toate valorile nenule ale parametrului real a astfel

incat ecuatia
1
V=24 4jar? —2r — — =0,
a

sa aiba cel putin o solutie reala.

a) 2 b) 1+£+2 c)lzﬁ

d) —2,1++2 e)24++/2 £) 0, 1 ++/2

AL 84 Sa se gaseasca multimea solutiilor reale ale ecuatiei

V1—x—222=—z—1

a) {1} b) {0, -1} c) {0,2}
d) {-1} e) @ f) {0}
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AL 85 Sa se determine multimea solutiilor reale ale ecuatiei

V23 — a2 —2x+1=x+1.

a) {—1,0,1} b) {~1,1,2} ¢) {~1,0,2}
d) {0, 172} e) {0, 17\/5} f) {_\/5707 \/5}

AL 86 Fie multimea

M—{$€R:|x|21, N+ Vet =1+ 201\7/30—\/352—1—2}.

Sa se determine > 2.
zeM

a) 1 b) 4 c)9 d) 13 e) 20 f) 2

AL 87 §Sa se determine numarul natural nenul n cu proprietatea

1 1 1 9
+ + ..+ = —.

2V/1+1v2  3vV2+2V3 (n+1)yn+nyn+1 10

a) 99 b) 24 c) 999 d) 624 e)9 f) 399

AL 88 Sa se gaseasca multimea valorilor lui x € R astfel incat

T+ 242+ x— 322 > 1.
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AL 89 Sa se gaseasca multimea valorilor lui x pentru care

ve+8<xz+2.
a) [1,00) b) [-8,—4] U [1,00) c) [—8, —4]
d) (—o0,—4] U1, 00) e) (—oo, —4] f) [-2,00)

AL 90 Sa se determine multimea valorilor lui z € R astfel incat

V2522 — 44z — 12 > 1 — 4.
1
a) (—oo, ——] U [2,00) b) (—o0, —2]
6 6
— d) (—oco. —2 —
13 6 13
- N |—= =2
15) 55)
AL 91 Sa se gaseasca multimea valorilor lui # € R astfel incat
202 —x —1+2z > —1.
1
a) R b) (—oo, —5} U [1,00) c) [-2,1)

Q) [—2, —1] o) [—2, —%] U1, 00) £) [1, 00)

AL 92 Sa se determine suma modulelor solutiilor reale ale ecuatiei

V1—x++vVz+8=3.

a) 36 b) 0 c) 7 d) 28 e) 1 f) 3
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AL 93 Sa se determine multimea valorilor parametrului a € R, stiind ca
ecuatia

vt —6224+9—3av22 —3+2a>=0

are patru solutii reale distincte.

a) (-?2\@) b) [—V/3,400) c) (—?—ﬁ)

d) (1,2] e) (—E,()) U (0, +00) f) (0,1]

. : . . 1
Daca FE reprezinta multimea solutiilor ecuatiei, sa se calculeze s = g —.
x
zeEE

1 10 3
a) s 2% b) s 6 ¢)s 13 d) s e) s ) s

AL 95 Sa se determine valorile intregi pe care le poate lua numarul b astfel

incat = sa apartina intervalului [1, 100].

a’) {O> 1} b) {_27 _1} C) {_37 _2}
. b _ l—a-0b ., )

AL 96 Fie 60 =3,60°=5gic= T Sa se determine 12¢.

a) V3 b) 2 c) V5 d) 3 e) 2V/3 f) 4
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AL 97 Fiea>0,a# 1sin e N\ {1}. Sa se aduca la o forma mai simpla
expresia

1 1 1
log,a  logsa log, a
a) log, n! b) log, n c) !
“ “ log,,» a
1 n(n+1)
d log, ——— f) 1
) " e) log, — ) log,, a

AL 98 Daca a,b,c € (0,00) \ {1}, bc # 1 si notam = = log, a, y = log, a,
atunci log;, a este egal cu:

1 d)i e)x—l—y f) xy

a) z+ b) x C
) y ) y )a:—i—y Yy Ty r+vy

AL 99 Cate numere naturale n > 1 au proprietatea ca log, 1024 este numar
intreg ?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4 f) 5
AL 100 Fie numerele reale 1, x, ..., x, astfel incat x1,zs, ..., z, € (0,1) sau
T1, X2, ..., Ty € (1,400). S& se determine valoarea minima a expresiei
E =log, (v1x5...7,) 4+ log, (¥122...2,) + - - - +10g, (129...25) .

a) 1 b) n(n — 1) c)n d) n? e) n® f) 0

AL 101 Fie a si b numere reale strict pozitive care satisfac relatiile
a® =1 s b=9a.
Sa se determine valoarea lui a.

a) 1/9 b) 3 ¢) V9 d) v/9 e)9 f) v/3
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AL 102 Sa se rezolve ecuatia 23" = 32",

a) —1 b) 0 ¢) In6
In(ln3) — In(In 2)
In3—-1In2

d) In3—1n2 e) In(In3) — In(In2) f)

AL 103 Sa se rezolve ecuatia 6% — 377 = /27 — 9=,

2In2 In3 In2
s 2 1 =
2) {0’1n2+21n3} b) {0’1n2+1n3} C){ ’21n2+1n3}

lg 3 lg 2 g3
dyd1, 22 8= £) {0, —582
>{ ’1+1g2} °) {0’1g2+21g3} ){0’1+21g2}

AL 104 Sa se determine multimea valorilor reale ale lui z, stiind ca numerele
9% — 1, 6%, 4° 4+ 1 sunt In progresie aritmetica in aceasta ordine.

a) {1} b) {2} c) {5} d) {0} c) @ f) {=2}

AL 105 Sa se determine multimea valorilor reale ale lui z, stiind ca numerele
9% — 1, 6%, 4% 4+ 1 sunt in progresie geometrica in aceasta ordine.

DD ME 9w 9@ 9s iy

AL 106 Fie S multimea solutiilor ecuatiei
0,5°14+9=0,2°"
Sa se calculeze

N

zeSs

a) b b) 9 c) 25 d) 2 e) 6 f) 4
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AL 107 Fie § multimea solutiilor reale ale ecuatiei exponentiale
9% 4+ 20" = 15" 4+ 16".

> o

€S

a)5  b)2++v2  ¢)3 d)1+v2  e)6 f) 24

S4 se calculeze

AL 108 Sa se gaseasca produsul solutiilor reale ale ecuatiei
7827 = 16.

a) 1 b) 2 c)4 d) 8 e) 16 f) 32

AL 109 Numerele reale strict pozitive x si y verifica relatiile
log, x = loggy = logy(z + y).

Sa se determine raportul J .
x

a) e)=(V5+1) f)log;2

=~ ©
DO =

b5 (VE-1)  log3 )

Do W

AL 110 Cate cifre are solutia ecuatiei lg(lg(lgz)) =17

a) 1 b) 10 ¢) 1000 d) 1010 e) 10 +1 ) 101"

AL 111 Sa se determine numérul solutiilor ecuatiei 3*+! + 100 = 7*1.

a) 1 b) 0 c) 2 d) 3 e)4 f) 5

AL 112 Sa se rezolve inecuatia

log: (2?2 422 +2) > log: (22 + 3).
4 2
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a) T € (—oo,——] U[—1,+00) b) x € [-1,400) c)reEY

d)ze (—oo,—ﬂ U [—%,H)o) e)z € {—g,ﬂ)o) f) z € (=00, 0]

AL 113 Sa se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia

log, (z* —z +2) > 2log, (x+1).

a)xe(%,l) b)xe(O,%) ¢) z € (1,00)
d)xe(%,l] ¢) z € (0,1) f)xE(%,oo)

AL 114 In ce interval se afld solutia strict pozitiva a ecuatiei
1
(a? +9)108: (#2 +9) = Y77 60 7
3
) (2.3 b 0.0 (13] ) (1.6)

d) (—1,0) e) [—1,1] f) (1,2)

AL 115 Sa se determine multimea

{zeR| (2V3+4)" —3(V3+1)"+2 < 0}.

In2
a) & b) R c) (0, —ln(\/§+ 1)>
d) (0,+00) e) (0,1) f) (hl(\l/IiTQ—l—l)’—i—OO)
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AL 116 Fie e baza logaritmului natural si x1, x5 solutiile ecuatiei
<\/3+ 2\/§> +é <\/3 - 2\/§> —e(e+1) =0,

o . a1
unde 7 > x9. S& se determine raportul — .
T2

1
et b) e c)

(&
8) — 3

AL 117 Fie functia f: R —- R

—x—2,r<—1
-

mr —3, x> —1.

Sa se determine valoarea parametrului real m pentru care f este bijectiva si
sa se determine in acest caz functia ei inversa.

—2-y, y>-1
a)m=2,f"R=R, f(y) =4 y—3
—, y<-1
2
22—y, y>-1
bym=-2f"R=R, f'y) =3 —y—3
) yg_]-
2
—2—y, y=>-1
gm=2,fT:R=R, [y =9 —y—3
2 ) y<_1

d)m=-2 f1R>R, fl(y) =

fim=-1, 1 R->R, f[i(y) =
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AL 118 Sa se determine multimea valorilor lui x pentru care se poate calcula

C;ﬁi-i—lo.
a) {2,3,4,5} b) {1,2,3,4,5} c){1,2,3,4,5,6}
d) N*\ {1} e) N*\ {1,6} ) N\ {1,6,7}

AL 119 Sa se calculeze suma 1-1!4+2-2!+..-4+100- 100! .

a) (1011)2 b) (100!)2 ¢) 101!
d) 101! — 1 e) 200! + 1 £) 200! — 1

AL 120 Fie sirul (2,),., cu termenul general

xn—(1—%)-(1—%>'...-(1—é>, ne N\ {1},

1 2
Sa se determine multimea {n e N*\ {1} ’ 5 <z, < §} :

a) {3,4) b) {5,6,7} ¢) {2,3,4}
d) @ e) {2,3,4,5,6 £) {2,4,6)

AL 121 S3 se calculeze suma C§ + Cg + C3 + CS + Cy.

a) 420 b) 446 c) 456 d) 492 e) 360 f) 968

AL 122 Sa se determine multimea valorilor parametrului natural n care sa-
tisfac inegalitatea
200 A2, > (C3)°
a) {2,3,4} b) {1,2,3,4} c) &
d) {2} ) [2,+00) ) {2,3,4,5)
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AL 123 Fie
C = {016203 1 C1,Co,C3 € {0, ]., e ,9}}

multimea stringurilor de trei cifre si
Sk:{blbg"'bk i b € {0,1}, Z:L_k}7 k € N*

multimea stringurilor binare formate din k£ biti. Sa se determine cate functii
h:S1USyU---USg — C se pot defini.

a) 1000510 b) 900°12 ¢) 5121000
d) 1000256 e) 2561000 f) 2562

AL 124 Fie A={-2,-1,0,1,2}. Cate functii impare f: A — A exista?

a) 1250  b) 125 ¢) 625 d) 5 e) 20 f) 25

AL 125 Sa se determine numarul functiilor pare
Fi{-2,-1,0,1,2} — {-2,-1,0,1,2}.

a) 1250  b) 125 c) 625 d) 5 e) 1000  f) 25

AL 126 Cate dintre submultimile lui {1,2,3,...,10} contin exact un numar
impar?

a) b b) 16 c) 32 d) 64 e) 37 f) 160
AL 127 Cate dintre submultimile lui {1,2,...,10} au produsul elementelor
divizibil cu 107

a) 512 b) 100 ) 1024  d) 45 e) 752 f) 256

AL 128 Cate numere de 10 cifre contin 4 cifre de 3 si 6 cifre de 77

a) 24 b) 120 ¢) 210 d) 240 ¢) 256 £) 720
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AL 129 Cate din submultimile de trei elemente ale multimii {1,2,...,15}
au suma elementelor divizibila cu 37

a) 30 b) 90 c) 125 d) 155 e) 455 f) 910

AL 130 Cate dintre submultimile nevide ale multimii {1, 2,3,4,5} au suma
elementelor divizibila cu 57

a) 4 b) 5 c) 6 d) 7 e) 8 f) 16

AL 131 Sase determine suma numerelor de 5 cifre distincte formate cu cifrele
1,2,3,4,5.

a) 33333 - 5! b) 33333 - 5° c) 33333 - 54

d) 33333 - 6! e) 66666 - 5! f) 66666 - 5°

AL 132 Cate numere de 12 cifre au exact cinci cifre de 1, patru cifre de 2 si
trei cifre de 37

12!
5141 3!

a) 12! Db) 11! «¢) d) C3, CLC3, o) A}y Al A3, f) 312

AL 133 Intr-o clasi sunt 15 elevi, dintre care 8 sunt fete si 7 baieti. In cate
moduri se poate forma o grupa de 2 fete gi 2 baieti pentru a participa la un
concurs?

a) 28  b)588 o) CiCY  d)858 o) ALLAS.  f) C2+C2

AL 134 Alfabetul unui limbaj este format din literele A, B, F/, L, R, T, aceasta
fiind si ordinea lor alfabetica. Dictionarul acestui limbaj contine doar cuvinte
de 6 litere, fiecare litera din alfabet fiind luata o singura data in oricare cuvant.
Daca agezarea in dictionar se face tinand cont de ordinea alfabetica a cuvinte-
lor, atunci cuvantul aflat pe pozitia 538 in acest dictionar este:

a) REBLTA b) LERBAT ¢) TBERLA
d) RABLET ) TRABLE f)y ALBERT
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AL 135 Se considera un alfabet format din simbolurile , O, * gi 4. Cate
cuvinte de lungime patru se pot forma in acest alfabet astfel incat fiecare
simbol sa apara o singura data?

a) 24 b) 256 c) 16 d)1 e) 64 f) 32
AL 136 Un tren este format din 5 vagoane notate cu literele A, B, C, D, E.

In cate moduri pot fi agezate aceste vagoane astfel incat vagonul A sa se afle
inaintea vagonului B?

AL 137 Cate secvente binare (0 sau 1) de lungime 8 incep cu 1 sau se termina
cu 007

a) 1 b) 160 c) 32 d) 192 e) 128 f) 162

AL 138 O anagrama a unui cuvant este orice cuvant (cu sens sau fara
sens) obtinut prin permutarea literelor sale (inclusiv permutarea identica).
Cate anagrame ale cuvantului SINUS pot fi construite?

a) 15 b) 30 c) 45 d) 60 ¢) 90 £) 120

AL 139 Sa se determine cate permutari o € S5 satisfac simultan conditiile
o(i) < o(i + 2) pentru orice i € {1,2,3} si o(j) < o(j + 3) pentru orice
je{l,2}

a) 1 b) 8 c) 7 d)9 e) 24 f) 120
AL 140 Fie M; ={X,Y, Z} si My = {0,1,2,...,9}. Un cod este format
dintr-o litera din M; pe prima pozitie si 3 cifre distincte din M, pe urmatoarele

3 porzitii. Cate coduri ce contin cel putin una din cifrele 3,5,7 pot fi formate?

a) 210 b) 510 ¢) 630 d) 720 e) 1530 f) 2160
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AL 141 Aveti la dispozitie 2 piese albe, 3 piese negre si mai multe piese
de culoare violeta, toate de aceeasi forma patrata. Le asezati in felul urmator:
o piesa pe primul rand, dedesubt 2 piese, sub acestea 3 si aga mai departe, in
final 8 piese pe al optulea rand. In cate moduri puteti ageza aceste piese?

a) 10 C??G b) 10 05)8 c) Ags d) A?)G e) 0228 : 0238 f) 0326 : 03?6

AL 142 Un examen de matematica are doua parti. Partea A contine 5
probleme, iar partea B contine 4 probleme. Fiecare student trebuie sa rezolve
in total 5 probleme, dintre care cel putin doua trebuie sa fie din partea A i cel
putin doud din partea B a examenului. Sa se determine numarul de moduri
diferite in care se pot alege cele 5 probleme pentru rezolvare.

a) 100 b) 60 ¢) 40 d) 224 ¢) 2400 f) 120

AL 143 La o sedintd cu parintii participa opt femei si sapte barbati, printre
care doamna X gi domnul Y. In cate moduri se poate forma un comitet de trei
femei gi patru barbati, stiind ca doamna X refuza sa fie desemnata impreuna
cu domnul Y?

a) 1540 b) 1960 ¢) 420
d) 282240 e) 5040 f) 277200

AL 144 Cinci prietene igi fac una alteia cadouri astfel incat fiecare din ele
ofera un cadou si primeste un cadou (desigur, niciuna nu primeste propriul
cadou). In cate moduri diferite isi pot oferi cadouri?

a) 44 b) 10 ¢) 5 d) 120 e) 70 f) 20

AL 145 Un patrat 3 x 3 este impartit in 9 patratele 1 x 1. Trebuie colorate
cinci din cele noua patratele 1 x 1. In cate moduri se poate face colorarea astfel
ca o linie sa ramana necolorata?
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AL 146 Un patrat 3 x 3 este impartit in 9 patratele 1 x 1. Trebuie colorate
cinci din cele noua patratele 1 x 1 astfel incat sa existe cel putin un patratel
colorat pe fiecare linie gi pe fiecare coloana. In cate moduri se poate face
colorarea?

a) 27 b) 63 c) 72 d) 81 e) 90 f) 126

AL 147 Cate numere naturale au suma cifrelor 12 si produsul cifrelor 127

a) 30 b) 42 ¢) 72 d) 168 e) 178 f) 240

AL 148 Cati termeni rationali contine dezvoltarea (\3/71 — \‘73) P9

a) 10 b) 8 c)0 d) 44 e) 15 )9

2 n

AL 149 Fie z € (0,00). Cati termeni din dezvoltarea (3\4/_— 3—) nu-1
x

contin pe x, daca suma coeficientilor binomiali ai dezvoltarii este 10247

a) 4 b) 1 c)0 d)9 e) 3 f) 6

3
e
de forma ¢y x, sa se determine termenul 7T}, din dezvoltarea binomului care este
de forma co,z722, unde ¢; si ¢y sunt doua constante reale ce nu depind de x.

AL 150 Fie binomul (2\‘7? — ) , & > 0. Stiind ca termenul 713 este

a) T24 b) T26 C) T25 d) T23 e) ng f) nu exista

AL 151 Fie A= Clyy +2C% + 3C3, + -+ -+ 100C1Y . Atunci

a) A este prim b) A € (10°,10°) c) 3|A
d) 7|4 ¢) A = 10000 £) A =100-2%
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AL 152 Si se determine coeficientul lui z* din dezvoltarea (1 + 5z + 423)'.

a) 40 - C2, b) 200 - C2, ¢) 54 C4
d) 40 - CZ + 5. ¢4 e) C2 + 52 - C4 f) 40 C2) +5%- C3,

AL 153 Sai se determine coeficientul termenului 23y? din dezvoltarea expre-
siei (z + 2y + 3)%.

a) 5040  b) 560 ) 2016  d) 40320  ¢)37  f) 65536

AL 154 Sa se determine multimea valorilor lui = pentru care al patrulea
termen al dezvoltarii (5 + 22)¢ este cel mai mare.

2) (% %) b) (0,1) ¢) (1,3)
d) (% ;) ¢) (~2,2) £) (—1,1)

AL 155 Care sunt probabilitatile p si ¢ ca, alegind una dintre solutiile
ecuatiei (z +2) (#? —x — 1) = 0, aceasta s fie reald, respectiv intreagd ?

1 1 1

a) p 3 4 )p=1,¢ 3 c)p=q 3
1 2 1

d)p=1,¢=0 =2, 0= f)p=q=75
)p=1,¢ e)p 3 4=3 )p=yq 5

AL 156 Care sunt probabilitatile p si ¢ ca sa extragem un numar impar,
respectiv un cub perfect (adicd de forma n3, n € N*), dintre numerele de la 1
la 101 ?

a)_so 4 b)_51 4 C)_50 5
P=701 17 101 P=701" 97 101 P=7101 17 101
51 5 50 3 49 3

= — = — = — = — f - T - T
Or=1019= 101 ) P=101 1= o1 )P= 100" 1= To1
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AL 157 Din multimea {1,2,3,...,10} se aleg aleator sase numere. Care este
probabilitatea ca al doilea cel mai mare numar ales sa fi fost 87

a) b)

NN

AL 158 Amestecam un pachet de 52 de carti de joc si extragem simultan
doua carti la intamplare. Care este probabilitatea sa alegem doi asi de aceeasi
culoare?

1 1 1 A? 2 1
e N - R S e
52 51 - 52 51 - 26 52 52 5113

AL 159 Care este probabilitatea ca aruncand trei zaruri sa obtinem suma
punctelor 67

AL 160 Intr-un magazin se gasesc la vanzare 10 calculatoare Asus, 5 Toshiba
si 5 Sony. Delegatul Companiei-client, nefiind specialist IT, achizitioneaza la
intamplare 3 calculatoare. Care e probabilitatea ca acesta sa fi ales 2 calcula-
toare Asus si unul Sony?

15 3 5 5

=6 b) 20 ¢) 52 d) — e)

33

1
z £ 22
2) 3 ) 33

AL 161 Se arunca o moneda de 5 ori. Sa se determine probabilitatea sa se
obtina aceeasi fata de exact 2 ori?

) by a2 Ay o 0

B~ w
e

AL 162  Se arunca un zar de doua ori. Care este probabilitatea ca produsul
numerelor aparute sa fie numar par?

25

2 5
z 2 £ 22
43 °) G ) 36
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AL 163 Din multimea numerelor de patru cifre se extrage aleator un
numar. Calculati probilitatea ca numarul sa contina doua cifre de 5 si ce-
lelalte doua de 7.

AL 164 Intr-o urnd sunt bile numerotate de la 1 la 13. Se extrag aleator
doua bile. Care este probabilitatea ca suma numerelor de pe bilele extrase sa
fie un numér par?

6 7 ) 7 42 84
a) — b) — c) — d) — 6)1—69 f)1_69

AL 165 Un program foloseste aleator cifrele din multimea {0, 1, 2,3} pen-
tru a scrie numere de patru cifre distincte. Se ruleaza programul. Care este
probabilitatea ca numarul scris sa fie numar par?

AL 166 Un tabel cu 2 linii gi 6 coloane este completat aleator folosind
toate numerele de la 1 la 12. Care e probabilitatea ca pe prima linie sa fie doar
numere impare?

1 1 1 1 26 1

—_— b) — — d) = — f) =

%) 1% 'es 9% )3 °) 13 )3
AL 167 Un tabel cu mai multe linii gi coloane completat cu 0 gi 1 se

numeste matrice binard. Determinati probabilitatea ca alegand aleator o ma-
trice binara cu 4 linii si 4 coloane, aceasta sa aiba un singur element nenul.
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AL 168 Un tabel cu mai multe linii gi coloane completat cu 0 si 1 se
numeste matrice binard. Determinati probabilitatea ca alegand aleator o ma-
trice binara cu 4 linii gi 4 coloane, aceasta sa aiba urma mai mare sau egala
cu 2.

3! 11 8! 15 7 4!
a) d

2 b) = il =2 L £y
16! 16 °) 316 ) 3 °) 61 ) 516

AL 169 Se considera matricele:

-1 -2 1 3

A= 2 |, B=(3-1-2) siC=| 4 -5 —6

1 3 1 -1

Sa se calculeze A- B — C.

-1 0 1 1 0 1 -1 0 -1

Al 2 3 2 b2 -7 2 ol 2 3 2
0o -2 -1 0 2 1 0o -2 -1
1 0 -1 -5 0 -1 -5 0 -1

) 2 3 2 e) 2 3 2 f) 2 =7 3
0 -2 -1 0o -2 -1 0o -2 -1

AL 170 Se considera matricele:

(-1 x [y 1 . _ Y 6
A_<x 0)’ B_<2y y) §10_(2x—i—4y 2y>'

Sa se determine z,y € R astfel incat xtA +yB = C.
a)r=1y=2 b)r=2,y=1 c)r=-2y=-2
d)z=2y=-1 e)r=1y=-2 fle=2y=2

AL 171 Fie matricele:
1 2 1
A:<_1>, B:<_3 _1>, C=(-212)

f: My(R) = My(R), f(X) = X* = 3X + L.
Sa se determine matricele B- A - C si f(B).

si functia
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a)(_f —12 _43>72B b)<_2 —12 —24>’2<_321>
(2R3 (3 A

e)<_42 —12 —34>’_23 f)(_f —12 —24>’_2<§—11>

AL 172 Sa se determine multimea numerelor n € N* astfel incat:

kzi; [( _01 } ) ' <ln1k lfk > ' <(1) } )} - ( 10_11(Jn10! 10—_?1?10! ) '
a) {10} b) {2, 4} c) @
d) {1} e) {2} f) {5}

AL 173 Care dintre urmatoarele propozitii sunt adevéarate:
P, : Dacd A? se poate calcula, atunci A este o matrice patratica;
P : Daca AB si BA se pot calcula, atunci A si B sunt matrice patratice;
P : Daca AB si BA se pot calcula, atunci AB gi BA sunt matrice patratice;

P, : Daca AB = B, atunci A este matricea identitate 7

a) P, Py, Ps b) P, Ps
C)P1,P2 d)P1,P3
e) Py, P3, Py f) nicio propozitie nu este corecta

AL 174 Fie A si B doua matrice patratice. Care dintre urmatoarele matrice
sunt intotdeauna egale cu (A4 — B)? ?

M, = A% — B?
M, = (B — A)?
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My = A? —2AB + B?
M, = A(A - B) — B(A— B)
Ms; = A?>— AB — BA+ B?

a) My, My, Ms b) My, My, M; C) My, My, Ms, My, Ms
d) M27M3 e) M27M3>M5 f) M17M2>M3aM4

AL 175 Sa se determine numarul matricelor din multimea

a—1 1 c z 1 y

M=_{ M= b 0 b | M*=100 0|, abcayeN
c 1 a-1 y 1 =

a) 0 b) 5 c) 1 d) 3 e) 4 f) 2

AL 176 Fie x € RY, y,2z € R. Sa se determine z%*, daca matricele

1 =z ) 1 =z
a=(y 1)se=(0 1)

(A+ B)*= A* + 2AB + B>

verifica relatia
a) 4 b) = c) 8 d) 2 e)e f)1

1 a -2 1

AL 177 TFie matricea A = < 0 -1 b 2

a + b astfel Incat

€ My4(R). Sa se determine

a) —2 b) 8 c) 2 d) 3 e) 5 f) -1
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3 —6

AL 178 Fie matricea A = ( | o

) . Sa se calculeze

tr[(lo + A)(Iy + 2A) (I, + 3A) ... (12 + 2018 A)],

unde tr(X) reprezinta suma elementelor de pe diagonala principala a unei
matrice patratice X.

a) 0 b) 2018 ¢) 1+ 2017!
d) 2019! e) 1+ 2018! f) 1+ 2019!

AL 179 Tie A = si B = < ﬁ J ) € M,(Z) astfel incat

1 2

3 6 1

AB # Oy §i BA = O,. Sa se determine multimea valorilor pe care le poate
lua suma elementelor matricei B.

a) {2k : keZ\{1}} b) N c) Z
d) Z\ {1} e) Z\ {2} f) {2k : keZ}

AL 180 Daca X € My(Z), X = (xij)ij=1,2, este o matrice care comuta la
inmultire cu orice matrice A € Ms(Z), atunci:

&) Ti1 = T, Tiz = Tg = 0 b) T11 = —To2, T12 + X9 =1
C) T = T2 =0, oo =791 € L" d) T11 = T1g = To1 = Tag € L*
e) $11+$12+$21+$22:—1 f) T11 —$12+$21—I22: 1

AL 181 Sa se determine matricea X care verifica relatia
-2 -4 2 -6
() (5 0)

a) _21 b)<(2)_olg> ) (2 -3 1)
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AL 182 Fien € N, n > 2 gi multimea

G_{A_<g 2) |2,y €C, A"—Iz}.

Cate elemente are multimea G 7

a) (n— 1) b) n c)n—1
d)n—2 e) (n —2)? f) n?

AL 183 Fie matricea
A 2018 2
S\ 1009 1 )

A+A2—|—A3—|—"'+A2018.

Sa se calculeze

2019208 4 | 20182016 4 | ) 2019705 — 1
2018 2017 2018
20182016 —
d) 20184 1009 - 2019 A f)y ——— A
) ? ) 3017
AL 184 Fie matricea A = ( 1 i ) € M, (C). Sa se determine cel mai mic

numar natural n > 2 pentru care exista k € Z astfel incat A™ = kA.

a) 2 b) 3 c)4 d)5 e) 6 f) 7

1 1

AL 185 Fie matricea X = ( 11

> . Sa se calculeze X4+ 4227 X pentru

n € N impar.

a) X b) _[2 C) 02 d) —-X e) —_[2 f) X2
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AL 186 Fie matricea A = (a;;); j=123 cu
(_1)i+j ) { :.]
aij =14 0 , 1>
(=)™, i<y,

Sa se calculeze A", n € N*, exprimand rezultatul in functie de matricea iden-
titate I3 gi de puterile matricei B = A — I3.

a) A" = nB" + 21, (” —n 1)B+n13
n-n _, n?
c) A" = 5 B*+nB+ I3 d) A" = B+n13
9 Z-n nf-n-1 _,

AL 187 Fie matricea

311
A= 0 2 1
0 0 2
Sa se determine suma elementelor matricei A", n > 2.
a) 3" + 2! b) 4.3" —2" c) 4.3t 72071 4 gnd
d) 3n+1 +n- 2n—1 e) 4.3"0 — 2n—1 f) 3n+1 L 6n—1
AL 188 Fie matricea
11—z 0 x
Ax) = 0o 0 0 , T 7é r € R.
T 0 1—=x

Sa se determine (A(—2017))", n € N*.
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4035" 0 —4035" 144035" 0 1— 4035"

a) % 0 0 0 b) 0 0 0
—4035" 0 4035" 1—4035" 0 1+ 4035
144035" 0 1— 4035" 2017" 0 4035"

c)% 0 0 0 d) 0 0 0
1-4035" 0 1+ 4035 40357 0 —2017"
—4035" 0 2017" 1—4035" 0 2017*

e) 0 0 0 f) % 0 0 0
2017" 0 —4035" 20172" 01— 4035"

AL 189 Sa se determine numerele reale a si b pentru care solutia ecuatiei

11 2 11 3
X7 o1 1]l=]l011
001 00 1

este de forma

1 a b
X=101wa ], abelR.
0 01

1
a)a—O,b—O b)a—2017,b—m
1 1
C)CL:M,bZQO].? d)a:O,b:m
1 1
e) a=2017,b6=0 fla=—=,b=—=
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d

Sa se determine suma elementelor matricei

<a+1 b > , n €N,

AL 190 Fie CCL b > o matrice nenula cu a,b,¢c,d € R, ad = bc si a+d # 0.

c d+1

(1+a+d)" -1
a+d
(1+a+d)"
a+d

a)

(b+c¢)+1 b) (a+b+c+d)"+2

I+a+d™-1
a+d

c)

e) (a+b+c+d+2)" f) 1+a+d)"(b+c)+1

(a+b+c+d) d)

(a+b+c+d)+2

AL 191 Si se calculeze A%, unde A = < V3 -1 ) .

IRERVE]

a) Ig b) 02 C) A d) \/gA e) 23612 f) 336]2

AL 192 Fie matricea

Sa se calculeze A2017.

a) 2074 b) I o) —Iy  d) 219984 o) 22007, f) QU008

AL 193 Se considera multimea matricelor de forma

X(m) = ( P o > € My(R).

Sa se studieze daca X (a)X(b) = X(a + b+ ab), pentru orice a,b € R i sa se
calculeze (X (1)), n € N*,
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m+2 _ 3 6(2n — 1)
2 42ntl 4_3.9n

R )

D on+2_3 3.7t 46
B 21—2m) 4(1-3-2772)
22 43 6(2" - 1)

o) Da. (

AL 194 Fie matricele

)

2(1—2") 4(1—3-272)

2n+2_3 3.2n+1_6
2—2rtl 4-3.2n
2" +3 6(2”+1)>
"2 43 3.2 46

2 —ontl 4 _3.9n
21—2") 4432

b) Da, (
d) Da, <
f) Nu, (

)
)

Wl = Wl

si X =A-B-C. Sa se determine suma elementelor matricei X”, unde n este

un numar natural nenul.

5n+1
a) 2n+1 b) 5 _ 2n—1 C) 3
d) — "—1 f 1
)2 )5 )
: : 5 5 o
AL 195 Fie matricea A = ( 5 10 ) Sa se calculeze produsul
rp=1] x
XeM
unde M = {X € My(R) : X? = A}
2 =3 2 3 2 =3
_ 4 _r4 _r2
dren (43 wren(23) ares( 37
-2 3 2 3 -2 3
_r4 _r2 _r3
d)P—5( _5) e) P=5 (3 5) f)P—5< _5)
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AL 196 Sa se determine suma elementelor fiecarei matrice X € Ms(R) care
verifica relatia

~3 2018
2 — =
X2 —4X < N ) .
a) —2015 b) —2013 ¢) —2015 si 2023
d) 2018 e) —2017 si 2023 £) —2017 si —2013

2 2019

AL 197 Fie matricea A = < 0 9

Incat X209 + X = A.

1 2019 1 28
a)<o 1) b)<0 1

) . Sa se gaseasca X € My(R) astfel

) 1 1010 d) 1 2020 2019
“Y\o 1 2020 \ 0 2020
201\9/§ 2019 2019 201\9/§ 2019 2019
e) 2019 f) A— 2019
0 V2 0 V2

AL 198 Se considera multimea

M:{A(@:(é 51a> yaez}.

Sa se calculeze B(a) = A(a) + A*(a) + -+ - + A™(a) si sd se determine a € Z
astfel incat —B(a) € M, pentru orice n € N*.
n

n( 2 5a(n + 1) . n SQM .
a) — , a impar b) 9 , a impar
2\ 0 2 0 n
n (2 5a(n+1) 15t D)
c) = , @ par d) 9 , @ par
2\ 0 2 0 1
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AL 199 Sa se calculeze valoarea determinantului

ap —by a;r—by a; —bs
ay —by az—by as—bs )
a3 —bi az—0by az—bs

unde a;,b; € R, i = 1,3.
b) a1a2a3 + b1b2b3
d) 0

f) ajaqaz — b1b2b3

a) a1+b1+a2+b2+a3+b3
c) ap — by +as — by +as — by
e) —ar + by —as + by —az + bs
AL 200 Fie matricea A = (a;;); ;—13 , unde a;; = 1+log; ., j. Sa se calculeze
(tr(A))%t 4 unde tr(A) reprezinta suma elementelor de pe diagonala principala
a lui A.

a) logs2+1logy,34+3 b)1 c)0

1 3 1
d)§10g23 e)§10g32+3 f)10g32+§10g23+3

AL 201 Fie matricele A = ( (2) g ) si B= Y A* n € N*. Sa se calculeze
k=1

determinantul matricei B.

a) (27 —1)(3" — 1) b) 1 ¢) 0

d) 3(2" — 1)(3" — 1) e) 6"

AL 202 8Sa se calculeze valoarea determinantului
a> (a+1)? (a+ 2)
¥ o (b+1)? (b+2)?
A (c+1)? (c+2

a,b,ceR.

’
2

\_/\/

b) a® + b? + ¢?
d) (a+b)(a+c)b+c)
f) —=4(b — a)(c — a)(c = b)

a)a+b+c
¢) ab+ bc+ ca

e) —a—b—c
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AL 203 Fie matricea A € My(R) cu proprietatea ca det(A — Iy) = 2. Sa se
calculeze
det A + det(A — 21,).

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e)b f) 6

AL 204 Sa se calculeze valoarea determinantulul

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b , a,b,ceR.
2c 2c c—a—>
a) 0 b) b c)c
d) a e)a+b+c f) (a+b+¢)?

AL 205 Sa se gaseasca valoarea determinantului

abc bca cab
cab abc bea |,
bea cab abe

unde a,b,c € {1,2,...,9}.

a) 99800 (a —b)(b — ¢)(c — a) b) 998001 (a® + b* + ¢* — 3abc)
c) 10° abe d) 9908 (a+ b+ ¢)?
e) 0 f) 999 abc

AL 206 Fie matricea A € M3(RR) ale carei elemente satisfac conditia a;; +
aj + ar; = 0 pentru orice 4,7,k = 1,3 . S& se determine valoarea determinan-
tului matricei A.

a) 2017 b) —2017 )1 d) -1 €0 f) 1009
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AL 207 Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic ABC' cu
a>b>c, m(C)=15°si

A+ac—a—1 ac—a a’?—b —c
P+ab—a—1 a>—=c2—b ab—a =0.
b%c + be + be? a’b — b? a’c —¢?

Sa se determine ariile triunghiurilor de acest fel.

a)l:l:? b)2:|:\/g c) 1
V2 1 V6++v/2
d) 1+ oF R

AL 208 S3i se calculeze valoarea determinantului

1 1 1
a3 a? a
1 1
— —— = |, abceR"
b3 b2 b
1 1 1
3 2 ¢

1 1 1 1 1
4 e glle w)\a 2
1 1 1 1 1 1 1
Vapa\g Z)\w @)\ @
1 1 1 1 1 1 1
Dol 2)\a w)la @
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AL 209 Fie determinantul

1 1 1
a1 az an
Al =1at™ abt o at | unde1<i<n—1,neEN n>2 a €R".
i+l il i+1
ap -~ a Oy,
al  ay ay

S& se calculeze A} + AZ.

a) (a2 —ar)(az — az)(az — a1)
b) aq + a9 —+ as + a1a9 =+ aijas =+ azag)(ag — al)(ag — CLQ)(CL3 — Cll)
(

) (a1 4+ as + a3)(ag — ay)(as — az)(as — ay)

(
d) (

o

14+ a; + as + az + ajas + aas + asaz)(as — aq)(ag — ag)(ag — aq)
e) (14 a1 +az + az + a1az + araz + azaz + arazaz)(az — a1)(az — az)(az — a1)
f)

a; — ag + as

AL 210 Fie xq1, 9,23 € C solutiile ecuatiei det(A — xI3) = 0, unde

-2 -2 -3
A= 2 3 6
-1 -2 -4

Sa se determine | zy |+ | z2 | + | 23 |

a) 0 b) 1 c) 3 d) 7 e) —3 f) 4
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AL 211 Sa se determine suma numerelor reale x,y, z pentru care matricea

1 2
— "E ——
3 3
2 1

A= _Z .
3 Y 3
2 2
— Z —
3 3

&) § b) g C)

AL 212 Fie matricea A € Ms(R) astfel incat det A = tr(A) = 1, unde tr(A)
reprezinta suma elementelor de pe diagonala principala a lui A. Cate elemente
are multimea {I, A, A2, ..., A%018}?

a) b b) 2 c) 7 d) 3 e) 6 f) 4

AL 213 Fie matricele A = < f :i’ ) si B = ( Z i ) € Ms(R) astfel

incat AB # BA si A® = B3. Si se determine valoarea expresiei
det(AB) — tr(A + B),
unde tr(X) reprezinta suma elementelor de pe diagonala principala a lui X.

a) 2 b) 0 c) —1 d) —2 e) 1 f) 3

AL 214 Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care
solutia ecuatiei
m

1 3 4 1 1
X-1 01 5 = 0O 1 1
0 01 0 m m?

este o matrice nesingulara.
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a) R\ {0,1} b) {0,1} o) R
d) @ e) {0} f) R\ {0}

AL 215 Fie ecuatia matriceala

1 01 3 —4 8
010]|]-X=1 2 =3
10 2 11 4

Sa se determine suma elementelor matricei X € Mj3(R).

a) 12 b) 5 c) —9 d) —4 e) 7 f) 3

AL 216 Sa se determine multimea solutiilor ecuatiei matriceale

(i?{).xzx.(}}).

o{( 7 )mes
G2 i)

1
m m
(—m+2 —m+2)’m€R}

AL 217 Fie matricea
0

1 2
A= -1 1 0
1 01

Sa se determine a, b, c € R astfel incat sa aiba loc relatia

A7 = aA? + VA + cls.
a) 2a+b=det A b)a=1,b=2,¢=0
c)a=0,b=2,c=-1 d)a=-1,0=2,¢=0
e) nu exista a,b,c € R fla=1,b=-2,¢=0



PROBLEME DE ALGEBRA 155

AL 218 Fie matricea A = (a;j); j—123 ale carei elemente sunt
1, 1# 7 sau i =j =1,
a”:{ Pl i=j g it
Sa se determine suma elementelor inversei matricei A.

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AL 219 Sa se determine valorile parametrului real m astfel incat matricea

5 m+1 z+1
A= =z z-1 1
2 m 1

sa fie inversabila pentru orice xz € R.

2) R\{%,l} b) <—oo,§> U (1, 400) ) @1)

d) <%2> e) <—oo,%] U [2, +0o0) f) El}

a b

AL 220 FieA—<
ac bec—1

> € My(RY) astfel incat

det(A —aA™') =det(A - A" = 4.
Sa se determine abe.

a) 1 b) 2 c) 3 d) 6 e) 12 f) —18

AL 221 Fie matricea

astfel incat A% # O, si
A4 — (Cl + d)2A2 + (ad — bC)2]2 = 02.

Sa se studieze existenta inversei lui A si in cazul in care aceasta exista sa se
determine A~
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a+d -
a) o b2 b) nu exista
a —b 1 a —b
(%) Va7
1 —-a c
e) A f)bc—ad<b —d)

AL 222 Fie A, B € M4(R) doua matrice de forma
A=lal| | es| ea], respectiv B=[b]| co| es| ea],
unde a, b, co, c3, ¢4 sunt coloanele acestor matrice. Daca
det(A) =1 si det(B) =4,
cat este determinantul matricei C'=[ co | a+b| c3| ¢ |?

a) b b) 0 c)4
d) =5 e) 1 f) Nu se poate determina

AL 223 Cate cvadruplete ordonate (a,b,c,d) de numere naturale satisfac

a b c d
imultan relaiile: a +b+c+d=125 | ° ¢ ¢ =0
simultan relatiile: a c = S1 cda bl =YV
1111
a) 147 b) 127 c) 118 d) 128 e) 64 f) 96

AL 224 Sa se determine rangul matricei

-1 3 2
A_<2 —6 —4>'
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AL 225 S5a se determine rangul matricei

2 -2 3
-1 0 2
A= 1 -2 5
3 -2 1
3 —4 8
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5
2
AL 226 Sa se determine m € R pentru care matricea A = 3 9
are rangul minim.
2 2 2
a) £- b) 0 c) V2 d) = e) —v2 f) —=
3 3 3
AL 227 Pentru cate valori ale parametrului real m matricea
1 -2 m -1
A= -2 4 -6 2
1 -2 3 -1
are rangul doi?
a) 0 b) 1 c) 2 d) o infinitate e) 6 f) 10

AL 228 Sa se determine valorile parametrilor reali a gi b pentru care matricele

3.1 425 ! _01 _21
A=[2 -1 130 | siB=]"¢
1 0 111 bl b
3 2 1
au acelasi rang.
a)a=1b= b)a=—1,b= ¢)a=0,b=0
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AL 229 Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care
sistemul

mx —2y =1
—2x4+y=m
r+my=—2

este compatibil.

a) R\ {1} b) R\ {~1} c) {~1}
d) {£1,2} e) {1} £) {1,+2}

AL 230 Se considera sistemul

204+ 5y +mz+8t=7
T—y+dz—3t=n
3r—my+z+pt="7,

unde m,n,p € R gi n # 0. Sa se calculeze suma m + p astfel incat sistemul sa
fie compatibil, iar rangul matricei sale extinse sa fie egal cu 2.

a) 1 b) 34 c) 17 d) —10 e) —20 f) -7

AL 231 Se da sistemul
r—=2y+(m—1)z=-2
T+2y+z=2
mr+y+3z=1.

Sa se determine multimea valorilor reale ale lui m astfel incéat sistemul sa fie
compatibil nedeterminat.

o{-23} wien om 0w 923 o
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AL 232 Se considera sistemul
r+y+mz+4t=p
20+3y+z+6t=1
—r—2y+3z4+nt=2, mn,peR.

Sa se determine (m+n)? astfel incat sistemul sa fie compatibil i rangul matricei
sistemului sa fie egal cu 2.

a) 63 b) 1 c) -8 d) 4° e) —1 f) 8

AL 233 Fie sistemul
r+3y+4z=m
20 +4y + 62 =—-1 .
—2x+6y+42=5

Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care sistemul
este compatibil nedeterminat.

T ST SR
TS B

AL 234 Sa se determine multimea valorilor reale ale lui m pentru care siste-

mul
—2x4+my—6z=m-—1

mr—2y+T7z=1—m
r4+y+z=m?—1

este compatibil nedeterminat.

a) {—2} b) @ c) {3}
d) {1} e) {2} f) {-1}
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AL 235 Sa se rezolve sistemul
2r+y+2z=-1
20+ 2y +32=2
r—2y—z=4.
a) (—24,14,19) b) (—2,-3,3) c) (21,10, —14)
d) (—=5,-3,6) e) (—14,—21,24) f) (3,-2,-3)

AL 236 Fie sistemul
20 —y—32=2
r+4y+3z=1
—3r — 2y + 2= —3.
Care dintre urmatoarele relatii este verificata de solutiile sistemului?
a)x? —y*—22=1 b)ort+y+z=3 c) i +y—2t=-1
d)r+y?—22=1 e) 2 +yt+22=1 f) 22 +y+ 22 =4z

AL 237 Fie matriccea A= | 2 1 6 | . Care dintre relatiile de mai jos

L1

este adevarata pentru orice solutie X = | 2o | € M31(R) a ecuatiei matri-
L3

ceale

0
0

a)2x1+x2+x3:0 b)21‘1—l‘2+$3:0 C).Il—I2+l'3:0
d) 2z + 29 —23=0 e) 2wy —xe —x3=0 f) 1 + 220 +23=0
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AL 238 Fie a € R* i sistemul

r+ay=1
y+az=a .
r+z=1

Sa se determine multimea valorilor lui a pentru care solutia sistemului este
formata din trei numere in progresie geometrica.

a) {1} b) {2} c) R* d) R} e) @ f) {-1}

AL 239 Fie sistemul
r+2y—z=1+a
—rt+y—z=a ,

20 +y=1

unde a este un parametru real. Sa se determine multimea valorilor lui a pentru
care solutia sistemului verifica relatia 3x + 3y — z = 0.

a) {0} bR of{ly {1} {2} {2}

AL 240 Sa se determine acele solutii (z,y, z) ale sistemului

2 —2y+z2z=1
3z —y+22=2

z+y+z=1
pentru care 2% + y* + 2% = 1.

12 4 10 12 4 3

1 === b) (1 S
2) (01,0, <13 13 ’13) ) (1,0,0), (13 13 13)

12 7 3 12 4 3

- - _Z 1 1 - - _Z
) (13 13 13)’ (0,0,-1) 4 0,0.1), (13 13 13)

12 4 3 11 4 3
. (-2 =2 =2 Hl—= = 2 1
e) (0,0, )’( 13 13 ’13) )<13 13 13>’(0’0’ )
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AL 241 Fie (xg,yo, 20) 0 solutie nebanala a sistemului liniar omogen

rT+2y+2=0
20+9y+2=0 .
r—3y+22=0

5370 — 10y0 — 20
10370 + 5y0 + 32’0 .

Sa se determine valoarea raportului

23 7 7

— 1 - 2 -1 f) —=

Y 9 ) 0 )~
AL 242 Fie a,b,c € R gi sistemul de ecuatii liniare
(a—2)x+ay+(a+1)z2=0
(b—2)z+by+(b+1)z2=0
(c=2)x+cy+ (c+1)z=0.

Sa se determine a, b, c astfel incat sistemul sa aiba o singura solutie.
a)a=b=c b) a,b,c € R c)a#bb#c,c#a

d) abceR e)a=b#c flatb=c

AL 243 Sa se determine multimea valorilor lui m € R astfel incat sistemul

T+ my+m?z=0
m2x+y+mz=0
m?x+my+z=0

sa admita si solutii diferite de solutia banala.

a) R\ {1} b) R\ {1} c) R\ {1}
d) {£1} e) {1} f) {~1}



PROBLEME DE ALGEBRA 163

AL 244 Fie a € R* pentru care sistemul
r4+ay—1=0
{ ar —3ay — (2a+3) =0,
este compatibil nedeterminat. Sa se calculeze determinantul

u v

31

)

unde (u, v) este o solutie a sistemului.

a) u b) v ) uv d) 0 e) 1 f) —1

AL 245 Se considera sistemul liniar
ar +by+cz=1
cx+ay+bz=1 |,
br +cy+az=1

unde a, b, ¢ sunt parametri reali. Care dintre urmatoarele propozitii matema-
tice este adevarata?

a) Daca a = b = ¢ atunci sistemul este compatibil determinat
b) Daca a = 1,b = 2, ¢ = —3 atunci sistemul este incompatibil
c) Daca a = 1,b = 3, ¢ = 2 atunci sistemul este compatibil nedeterminat

d) Daca a = —1,b = 3,c = —2 atunci sistemul este compatibil determinat

e) Daca a = b = ¢ atunci sistemul este incompatibil

f) Toate afirmatiile sunt false

AL 246 Fie n € N. Daca (2, Yn, 2n) este solutia sistemului

r+y+2z=1+2""

1
x+2y+z:2+2n—2—n 7

1
2x—|—y—|—z:1—|—2”+2—n

sa se calculeze lim x,y,2,.
n—oo
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a) 0o b) 0 c) 1 d) 2 e) —2 f) 3

AL 247 Fie S multimea solutiilor reale ale sistemului

r+2y+32=0
20+ y+ z2=2
3+ 3y +42 =2

Sa se determine min (2% + y? + 2?).

(z,y,2)€S
a) 1 b) 1,4 ¢) 1,6 d) 2 e) 2,4 f) 3
AL 248 Pe multimea (0, +00) se definegte legea de compozitie zoy = Sif )
rTy
1
Sa lcul —0—-0...0—.
d se caleuleze S ozo...00
) b) 1275 d) 1274 f) —
* 1225 1274 ¢ 1275 © 1300
: 1 - T+Yy
AL 249 Pemultimea (—1,1) se considera legea de compozitie zxy = T o0
Ty
Sa se calculeze
1 1
—k kL k=
2 2 2
—_—
de n ori
4-3"—32 2" ontl g
R T b 3 ) gy
7-272 1 3" -1 gt
d) === e) 0
13-2n3 +1 3n+1 4ntl 1

AL 250 Pe multimea numerelor intregi se defineste legea de compozitie
zoy=(r—a)’(y—a)+a, acl

Sa se determine multimea solutiilor ecuatiei x o x = x.
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a) {a,a — 1} b) {a,a+ 1} c){a—1,a,a+ 1}
d) {—a,1—a} e) {—a,—a—1} f) {—a,1—a,—a—1}

AL 251 Pe multimea numerelor reale se defineste operatia algebrica

roy =22+ 1>

Daca (u,v) este solutia sistemului

{ royo2=+/17
(£02) + (yo3) =213

cu proprietatea ca u,v > 0, sa se determine u + v.

a) 1 b) 0 ¢) 5 d) 19 e) V13 f) V19

AL 252 Se considera R cu legea de compozitie z xy = axr +y, a € R si
multimea

10 0

M = x 1 0

0 0 2¢

,x€R CM?,(R)

”on

cu operatia de inmultire a matricelor . Sa se determine multimea valorilor

lui @ pentru care a functia f : R — M,

0
0
oz

f(x) =

o8 =
o~ O

satisface relatia f(x xy) = f(x) - f(y), pentru orice z,y € R.

a) {0} by{-1} ¢oR d) @ e) {1} £) {2}

AL 253 Sa se determine k € R, stiind ca multimea [1, 3] este parte stabila in
raport cu operatia x oy = xy — 2x — 2y + k.
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b
Z ?; ) | a,bGZ}, care este
parte stabila a lui My(Z) in raport cu inmultirea matricelor. Sa se determine
multimea valorilor pe care le poate lua det A, daci A si A~! apartin multimii

M.
a) {0,1}  b) {0} o {-L1} {1} e {-1} 1) {-10}

AL 254 Se considera multimea M = {(

1 az? o
AL 255 Fie o, 3,7 € R* gi multimea M = 0 1 0|, zeR
0 pBx v
Care este conditia ca (M, -) sa fie parte stabila a lui (M3(R),-)?
a)a:Lﬁ:l,’Y:l b)a:6>’7:0 C)6:2a77:1
d)a:2ﬁ7’7:_1 e)a:2ﬁa7:1 f)a:_ﬁa7:1

AL 256 Pe multimea

M—{(‘g i) |x,y€R}CM2(R)

se considera legea de compozitie Ax B = A-B+aA+bB+ 615, unde a,b € R.
In care din urmatoarele cazuri legea este asociativa gi comutativa?

a)a€{-3,2},b=a b)ae{-2,3},b=a c)ae{-1,2},b=a
d)a=-2,b=3 e)a=—-1,b=2 fya=-3,b=2

AL 257 Sa se determine o relatie intre parametrii reali a si b astfel incat
legea de compozitie x * y = xy + ax + ay + b de pe R sa fie asociativa.

a)a®*=a-+b b)a=a*+0b )b +a=a?
d)a+ada*=0 e) 2a = b+ a? f) 20+ a = a?
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AL 258 Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
rxy=2ay+2x+ 2y + k.

Sa se gaseasca k € R astfel incat legea sa fie asociativa. Pentru aceasta valoare,
sa se determine multimea solutiilor ecuatiei

T*kr = —2.

a) {1} by {-1} o {l,-1} d){2,-2} ¢ {1,-2} ) {-2}

AL 259 Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie

xxy=xy—i(lr+y)—1+1.

Sa se determine elementul neutru al acestei legi si sa se calculeze %32 %4334 %45,
a)e=1+1, —1 b)e=1+14,1 c)e=1,1-2i
d)e=1—14,1 e)e=—i,2—1 fle=2+i,1—1i

AL 260 Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie
rxy=axy+2i(r+y) —4—2i.
Sa se determine elementul neutru e al acestei legi si sa se calculeze

w=1-i)x(1—i)’«(1—3)>%1—i)"«(1—14)° .

a)e=1—-2i i w=1—1 b)e=2i si w=—-2i
c)e=2i si w=1—1i d)e=2—i g w=—i
e)e=1—-2i i w=—-2i fle=—i si w=2—1

AL 261 Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie
zxy=(x—3)(y—1)+3.

Sa se determine elementul neutru al acestei legi.
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a) nu exista b) 4 c) 3 d) 0 e) 2 f) 6

AL 262 Pe multimea numerelor intregi impare 27 + 1 se defineste operatia
1
THY = i(xy—i-x—l—y— 1).

Sa se determine multimea elementelor simetrizabile ale monoidului (2Z +1, ).

a) {—3,1} b) {1} ¢) 2Z +1
d) {-5,-3,1,3} e) {—3,-1,1,3} f) {-=5,1}

AL 263 Fie multimea
M= 0 b0 a,b,c €7 y C M3(Z).

Sa se determine numarul elementelor simetrizabile ale monoidului (M, -), unde
” .7 reprezinta operatia de Inmultire a matricelor.

a) 0 b) 1 c) 8 d) 5 e) 7 )9

AL 264 Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie
21lzo = 21 - 29 + Im(21) - Im(22).
Sa se determine elementele simetrizabile in raport cu aceasta lege.

a) {z € C, Re(z) =0} b) {z € C, Re(z) # 0}
c) C d) C*
e) {z€C, Im(z) =0} f) {z € C, Im(z) < 0}
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AL 265 Se considera matricele

-2 2 3 -2
=(53) -3 5)
si multimea M = {zA+ B | x € R*}. Sa se determine multimea elementelor
inversabile din M 1n raport cu operatia de inmultire a matricelor.

2) @ b)M\{%A+B} ¢) M\ {I}

d) M\ {~A+ B ¢) M £) M\ {24 + B}

AL 266 Fiek e Nk >2siac€0,00). Pe multimea M = (a,+00) \ {a+ 1}
se defineste legea de compozitie

zxy=(z—a)" V" 4q.

Sa se determine simetricul lui € M in raport cu legea x.

2 k2 k2
a) e T b) C +a c) ¢
r—a r—a
kb 2 K2
d) emG=a) e)e” —x—2a f) emle=a) +

AL 267 Pe multimea R* se introduce legea de compozitie

I’

Txy=a ’{/logg z+logy y—logh b

unde a,b € R% \ {1}, n impar, n # 1. Sa se determine simetricul lui z € R¥
in raport cu aceasta lege de compozitie.

271/
b b) a % /logy b+logy C) a %/2logy b—logy x

a)

xT

2 V2
a2 ) o Ve blog = A
x

X
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AL 268 Pe multimea R’ se considera legea de compozitie
THy = 2\3/10g§ :r+logg y—8 )

Stiind ca elementul 2P este simetricul elementului 29 in raport cu legea data
(unde p, g € R), si se calculeze p? + ¢>.

a) 16 b) 2 c) 4 d) 32 e) 8 f) 24

AL 269 Pe multimea Z x Z se defineste legea de compozitie
(a,b) * (¢, d) = (ac,bc + ad).
Sa se determine elementele simetrizabile fata de legea * din multimea Z x Z.
a) (b,1),beZ b) (b,0), b€ Z c) (b,£1),beZ
d) (£1,b), b€ Z e) (0,b),beZ f) (1,b), b€ Z

AL 270 Pe multimea numerelor intregi Z se defineste legea de compozitie *
prin relatia
rxy=ay+2x+y+1), Vz,yeZ

Care dintre urmatoarele propozitii este adevarata?

a) Legea * nu este asociativa.

b) (Z, *) este monoid comutativ si 2 este elementul neutru al monoidului.

) este monoid comutativ si —2 este element simetrizabil.

d) (Z, %) este monoid comutativ i 3 este elementul neutru al monoidului.
Z,*) este monoid comutativ gi —3 este element simetrizabil.

Z,*) este grup abelian.

0 z
legea de compozitie asociativa si comutativa * definita prin

AL 271 Pe multimea M = {< Ty > | 2,y € R} C M3 (R) se considera

AxB=AB —2A—-2B+61,.

Sa se studieze simetrizabilitatea elementelor lui M 1n raport cu legea *. Daca
A’ desemneaza simetricul elementului A, sa se precizeze care din urmatoarele
afirmatii este adevarata:
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In multimea M nu exista element element neutru in raport cu *.

I este element neutru in raport cu x si A’ = A=1 (V) 4 € M.

31, este element neutru si toate elementele din M sunt simetrizabile.
31, este element neutru si (V) A € M cu z # 2 este simetrizabil.

I, este element neutru si A’ = (A — 2]2)_1 + 21,.

— I, este element neutru si toate elementele din M sunt simetrizabile.

1S

o8 o o
~— — T —

= @D
S—

AL 272 Pe multimea G = R\ {1} se defineste legea de compozitie
r¥y=3ry—3r+3a®*—2)y—a+3
pentru orice x,y € G. Sa se determine a € R pentru care (G, *) este grup.

a) 0 b) 2 c) —1 d)1 e) —2 f) 3

-2 -4 0
AL 273 Fie matricea A = 1 2 0 | si multimea
3 4 5
G={M(z)=I3+zA% z € R}.

Sa se determine valoarea parametrului a pentru care functia f : R — G,
f(z) = I3 + zA? este morfism intre (R,*) si (G,-), unde relatia ” * 7 este
definita prin z *y = x + y + axy, a € R, iar 7 - 7 este inmultirea matricelor.

a) 1 b) —1 c) 4 d) —4 e) 25 f) —25

AL 274 Fie R* dotata cu legea de compozitie definita prin a*b = kab, k € R
si multimea

a 0 a
M = 000 |,aeR"
a 0 a
dotata cu inmultirea matricelor ” - 7. Sa se determine multimea valorilor lui k&
pentru care functia
z 0 =z
fR*—=M, f(x)=( 0 0 0
z 0 z

este un morfism intre grupurile (R*, x) si (M, -

~—



172 CULEGERE DE PROBLEME

a) R b) Z c) Q d) {0} e) {1} f) {2}

Y

AL 275 Fie G = (1,+00) care are o structura de grup fata de operatia ” ’
definita prin

Try=/22y? — a2 —y2 4+ 2.

Sa se determine a,b € R astfel incat functia
f:(0,40) = G, f(zr)=vVar+b
sa fie un izomorfism de la grupul ((0, +00), ) la grupul (G, *).

a)a=0,b=2 b)a=1,be{l,2} c)a=0,b=1
d)a=0,be{1,2} e)a=1,b=2 fla=b=1

AL 276 Pe multimea 7Z se definesc legile de compozitie
zly=x+y—>SsizTy=z+y+5.

Sa se determine toate perechile (a,b) € Z x Z astfel incat functia f : Z — Z,
f(z) = ax + b sa fie un izomorfism intre grupurile (Z, L) si (Z, T).
d) (_170) e) (170)7 (_17 _10) f) (170)

AL 277 Fie a,b € Zs, [ : Zs — Zs, fop(z) =ax+ b, a # 0. Si se gaseasca
toate functiile f,; pentru care are loc

4 £2018 § £2020 o £2022
ab — J20 2,2 24 7

unde f" = fo fo...of.

de n ori

a) f33 b) fis ) iz faz d) f35 e) f35 f) fio
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AL 278 Fie legile de compozitie
xLyzx—l—y%—ﬁ) si x—l—y:xy—gx—f’)\y—/l\.

Sa se determine cele doua elemente neutre ale inelului (Z3, L, T).

a)ej_:l/\,e-r:é\ b)eL:é\,eT:g C)elzg,eq—:g
d)eL:§7€T:Z e)eL:Z,eTzﬁ f)el:§7eT:1A1

AL 279 FieZ[i| = {a+bi| a,b€ Z}. Sa se determine multimea elementelor
inversabile ale inelului (Z[i], +, -).

a) Z[i] b) Z[i] \ {&1, +i} o) {1,i}
d) {£1, +i} e) Z[i]\ {1,i} f) @

AL 280 Pe multimea numerelor intregi se definesc legile de compozitie
rly=ax+by—7 ¢ zTy=zy—Tr—"Ty+c.
Sa se determine a, b, ¢ € Z astfel incat (Z, L, T) sa fie un inel.

a)a=b=c=17 b)a=b=1,c="56 c)a=b=c=7
d)a=b=1,¢c=7 e)a=b=c=1 fla=b=c=-1

AL 281 Pe multimea numerelor intregi se definesc legile de compozitie
rxy=x+y—2 si xoy=uzy— 2z — 2y + 6.

Sa se determine a,b € Z astfel incat intre inelele (Z, *,0) si (Z, +, ) sa existe
izomorfismul f:Z = Z, f(x)=ax+0b, a#0, a,b€Z.
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AL 282 Fie sistemul . R =N
{4w+3y—6

§x+§y:1

in Z; cu solutia (zg,yo). Daca y{ este inversul lui yo in corpul (Zy1,+,-), sa
se determine m € Zj; astfel incat 3z + my) = .

a) 5 b) 1 )3 d) 4 e) 10 £)9

AL 283 Sa se determine a € Zg pentru care sistemul

r+y=>5
§x+ay:?

are solutia (§, 5) si s se specifice numarul total al solutiilor.

a) a = 2, 5 solutii; @ = 7, 4 solutii b) a = 4, 7 solutii; @ = 6, 3 solutii
c)a= 1, 3 solutii; @ = 5, 8 solutii d)a= 3, 8 solutii; @ = 7, 4 solutii
¢) a =1, 5 solutii; a = 5, 3 solutii f) a =3, 6 solutii; a = 7, 4 solutii

AL 284 In multimea M,(Zs) si se rezolve ecuatia

-(31)
)
)

AL 285 Fie multimea

Do) —)
~_
&
I/~
) =)
—) =)
~

R
N
O) —
—) o)

D) )
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=
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b) A3)

d) A(1), A()

f) nu are solutii

AL 286 Fie matricea A € Mj3(Zs),

S& se determine AL,

21
a) | 0 2
11
10
(01
00

AL 287 TFie matricea A =

a)m=0, A™!
¢)m=0, A
e)m=1, A}

—) =) N)

—) o) O)

I
=) o) O)

I
=)o) O)

Il
=) ) )

) =)D O) ) O)

) =) D)

YN ) O O)Y )

D) D) )

A=

S

—) D) )

(
[

pentru care A este inversabila si

D) ) )

sw '—‘>3 3

D) ) D)
—) N) O)
—) =) =)

11 222
02 o201
11 022
02 200
12 Ho20
2 2 002
01
T 1 | € Ms(Zs). Si se afle
0 m
se determine A~1.
10
bym=1,A"'=|01
10
10
d)m=2A4"=|21
00
00
Hm=0,A"=[01
10

m € Zs

D) D) =)

=) o) o)

D) =) =)
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AL 288 Fie polinoamele f = X?+2X2— X —5gi g = X?+1. Si se determine
catul ¢ si restul r ale impartirii lui f la g.

a)c=X+2,7r=0 bye=X>4+1,r=X+2
c)e=X+2,r=-2X-7 dyec=-2X-T,r=X+2
e)ce=X+1,r=-2 fle=X-1,r=0

AL 289 Fie polinomul f = X3 —2X2% +aX +b, a,b € R. Sa se determine a
si b stiind ca —1 este radacina a polinomului f si restul impartirii polinomului
fla X — 2 este 6. Si se giseasca apoi restul Impartirii lui f la X? — X — 2.

a)a=1,b=4, X +1 b)a=-1,b=4,2X+2
a=1,b=4,2X +2 da=-1,b=22X +1
a=1,b=2 X+2 fla=-1b=4 X 1

AL 290 Sa se determine a, b, c € R astfel incat restul impartirii polinomului
f=X3+aX?+bX +cla X?242sa fie X +1 si restul impartirii lui f la X +1
sa fie 3.

a)a=3,b=2¢=5 b) a,b,c € @
c)a=-2,b=3,¢c=5 d)a=2,0=3,¢c=5
e)a=3,b=2c¢c=-5 fYb=3,c=2a+1,a€R

AL 291 Se considera polinomul f = X%+ aX% +bX* 4+ cX? +aX?+bX +c,
unde a,b,c € R. Sa se determine a, b, ¢ pentru care polinomul f se divide cu
polinomul ¢ = X° — 5X3 +4X.

a) a,b,c € & b) Va,b,c € R
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AL 292 Sa se determine polinomul cu coeficienti rationali de grad minim
care impartit la X2+ 2X — 3 da restul 3X + 11 si impartit la X2 —4X +5 da
restul 7X — 3.

a) —X3 —4X +12 b) X®+2X — 17 ¢) —X?+4X +11
d) X3 —4X +17 e) X3 +3X+15 f) =X +17X -5

AL 293 Se considera polinoamele
f= (X —2014) (X —2016) si g = (X —2015)*""* + X — 2001.
Sa se determine restul impartirii lui g la f.

a) X b) 0 ¢) X — 2000
d) X + 2014 e) 2016 - 2014 f) X — 2016

AL 294 Sa se determine parametrii reali a, b, ¢ pentru care polinomul
f=X-1)"+a(X —1)*+bX + ¢ se divide cu (X + 1)3.

a) a =28, b=448, c = 128 b) a =56, b = 448, ¢ = 576
¢) a =56, b= 320, c = 81 d) a = 28, b= 448, ¢ = 192
e) a=84,b =320, c =81 f) a =28, b= 320, c = 128

AL 295 Sa se determine parametrii reali m si n astfel incat polinomul
XY 4+ mX? +n si se dividd cu polinomul X2 4+ X + 1.

a)m=0,n=0 b)m=0,n=-1 cgm=—-1,n=0

d)m=-1,n=-1 e)m=1,n=0 fim=0,n=1

AL 296 Sa se determine restul impartirii polinomului X la polinomul
X? 42X —3.
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S b) Z1(1+ (~3)")X +3 + (=3)"
o oLy 3ol y 2o ae
o) L= (4_3)nX 43 +43n f) i[u +3M)X + 3+ (=3)"]

AL 297 Si se determine restul impartirii polinomului (X + X + 1) la
polinomul X? — X + 1.

a) —1 b) X c) X +1 d) 0 e) X —1 f) 1

AL 298 Sa se determine parametrul a € R gi sa se rezolve ecuatia
2t ar® + 422 — 60 +4 =0,

stiind ca doua dintre radacinile sale sunt opuse.

a) a=—3, {1,2,+v2i} b) a=—1, {£1,+2}
c)a=2,{1,2,+2} d)a=-2 {1+4,+1}
e) a=—1, {£2, +i} f) a = —3, {+1, £2i}

AL 299 Fie polinomul f = X% + a?X? — 7X? + aX + 6. S& se determine
multimea valorilor intregi ale lui a astfel incat f sa aiba o radacina intreaga
impara.

2) @ b) R 0) {—1,3}

d) {—1,o,§} ¢) {~1,0} £) {~1}

AL 300 Fie polinomul f = X34 X2—-2X —2. Si se determine descompunerea
lui f in factori ireductibili in Q[X].
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a) (X +1)(X — v2)(X +v2) b) (X —1)(X2+2)
¢) (X 4+ 1)(X2—2) d) (X = 1)(X = V2)(X + V2)
e) (X 4+ 1)(X —2)(X +2) f) (X +1)(X2+2)

AL 301 Sa se descompuna in factori ireductibili peste Z5 polinomul

f=X"4+2X%+4X +3 € Zs[X].

a) (X +4)2(X2+ X +1) b) (X 4+ 4)(X +2)(X2+1)
¢) (X +2)(X +3)2(X +1) d) (X +2)(X +3)(X2+1)
e) (X +2%(X2+ X +1) £ (X +2)(X +4)(X2+ X +1)

AL 302 Fie polinomul f = (1 —2X)?7+ (3X —2)?0!7. S4 se calculeze suma
coeficientilor polinomului f.

a) 2017 b)4034 )0 d) 22017 ¢) 32017 f) (—1)2017

AL 303 Sa se determine a,b € R astfel incat ecuatia
a2t +52% + ax® + 22+ b =0
sa admita solutia 1 + ¢ si sa se gaseasca celelalte solutii.

a)a=—6b=12 {1—i—1,-6}  b)a=-3,b=6, {1 —i,1+4—1}
¢)a=12,b=—6, {1—1i1,12} d)a=6,b=—-12, {1+i,—1,-3}
e)a=—6b=12 {1 —i,—1,6} fYa=4,b=6,{1+i,1,6}

AL 304 Fie P € R[X] avand coeficientul dominant 1. Stiind ca
zP(x —1) = (x — 3)P(x),

pentru orice x € R, sa se determine P(5).
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AL 305 Fie polinomul P = X3+ mX? +nX —a®, unde m,n € R, a € R*.
Stiind ca P(a—xz)+ P(a+x) = 0, pentru orice z € R, sa se determine P(2017).

a) 0 b) a c) (2017 —a)? d) 2017 e) a? f) 2017

AL 306 Polinoamele cu coeficienti reali aX? + bX + ¢, aX? +bX%2 +bX +a
siaX? 4+ cX?+cX +a, a#0, admit o radicind comuna daca si numai daca:

a) a,b,c € R b)a+b+c=0,b#c
c)a—b+c=0,b#c d)a+b—c=0
e) —a+b+c=0 f) —a+b+c=0,a#b

AL 307 Fie polinoamele P = X3 —6X?+ 11X —6si Q =aX +0b, a,b € R,
a # 0. Sa se calculeze suma solutiilor ecuatiei P(Q(z)) = 0.

—3b b 1-0b
6—3 a2 )

a a a

a) 0 b)

c) )1

Sal RS

AL 308 Fie polinoamele P gi () cu proprietatea P(x) = Q(z) + Q(1 — x).
Stiind ca P are coeficienti naturali si P(0) = 0, sa se determine P(P(3)).

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 )5

AL 309 Fie polinoamele P gi @ € C[X] cu proprietatea
P(z) =Q(z) + Q(1 — x),

pentru orice z € C. Stiind cd P are coeficientul dominant 1, gradul cel mult 5
si radacinile —1 si 0, sa se determine P(3).

a) 60 b) 0 c) 24 d)—24  ¢)—60  f)1

AL 310 Fie polinomul P € R[X] cu proprietatea P(z) = —P(—x), iar restul
impartirii lui P la X — 7 este 3. Sa se determine restul impartirii lui P la
X2 -7X.
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1
2) 3 b)%X )IX4+2 )X -4 o0 £) =X 410

AL 311 Fie polinomul P = X* — v/3mX +n, m,n € Q. Si se determine
valorile parametrilor m, n, stiind ca restul impartirii lui P(X +2) la X 41 este

3 —/3.

AL 312 Stiind c& polinomul P = X3 + pX + ¢ are radacinile x;, 2, 73, sa se
determine valoarea determinantului

X1 — X1T2T3 T — X1X2X3 T3 — T1X2T3
T9g — X1X2x3 X3 — X1Tox3 T1 — T1X2X3
T3 — X1X2x3 X1 — T1TX3 T — T1X2T3

a) p b) q c) pq d) 9pq e) L f)

AL 313 Daca polinoamele f; € C[X],

3

fi= Zaika_17 i=1,3,

k=1

au o radacina comuna, sa se gaseasca valoarea determinantului

a1; a1z a3

G21 A22 A23

a3y az2 Aass
a) -1 b) (012 - a23)(a13 - a32)(a23 - 1131)
C) 3a11a22a33 — Q12 — A3 — 31 d) 0

e) 1 f) 120230431
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AL 314 Sa se calculeze valoarea determinantului

Tr1 T9 X3
I3 T1 X9
Tz T3 I

Y

unde z;, i = 1, 3 sunt solutiile ecuatiei 2° — 22 — 11 = 0.

a) —1 b) 0 c) 1 d) 11 e) —11 f) 2

AL 315 Fie ecuatia 2° — az + a®> = 0, a € R, cu solutiile z1, x5, 3. S& se
determine valoarea determinantului

af @y 73
Ty T3 T1
T3 X1 T2

AL 316 Stiind c& 1, =9, x5 sunt solutiile ecuatiei 323 — 172 — 15 = 0, s& se
calculeze determinantul

T1T9 + T3 1+ To —T129
ToZ3 + X1 To + X3 —ZT2x3
T3xq + To I3 + Tl — X9 X9 — X3T1

17

a) 0 b) 3 017 d) 5

e) 7 f) —5

AL 317 Se considerd ecuatia 2® — 422 + 10 = 0 cu solutiile x, 7o, 73 si
determinantul

1 1 1

A = Tr1T T9 X3
2 2 2

Ty Ty T3

Sa se determine valoarea lui AZ2.

a) 140 b) 36 ¢) 144 d) —140 ) —36  f) —144
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AL 318 Fie ay,ay, a3 € C. Sa se calculeze valoarea determinantului

a; + bll a; — bll b1 —C1
as + bzl a9 — bgl bg —C2 |,
as + bgi as — b3i b3 — C3

unde ay, b, ¢;; sunt solutiile ecuatiei 2° +ay =0, k =1, 3.

a) (a1 + bl)(b2 + 02)(03 + CL3) b) a16203
c)0 d) 1
e) a1 + as + as + Z'(Cl +co + 03) f) (a1 + bli)(ag - bgl) (bg - 63)

AL 319 Fie f=X+asig=X?>+0bX +ccua,bceR. Sise determine
valoarea minima a lui

1L f(2) 9(2)
Aw)=[1 73) ¢@) | ceRr
1 f(x) g(z)
5 1
a) 3 b) 0 c) -1 d) —(a+b+¢c)? el f) abc

AL 320 Suma solutiilor comune ale ecuatiilor
2® — bt + 323 + 1122 — 62 — 4 =0,
2° — 52t +62% +22° — 120 4+8=0

este:

a) 1 b) 0 c) 2v/5 d) 3 e)1+v5 )b

AL 321 Sa se determine parametrii reali a, b i ¢ astfel incat polinomul
f=X"+aX?+bX +¢

si fie divizibil cu g = (X —1)* (X 4 2).



184 CULEGERE DE PROBLEME

a)a=1,b=—1,c= -2 b)a=3,b=-3,c=-2
c)a=-2b=2c=-1 d)a=3b=1,c=2
e)a=2,b=-3,c=2 f) f nu este divizibil prin g, (V)a,b,c € R

AL 322 Fie P € R[X] polinomul de grad minim care satisface simultan
conditiile:

(i) P+ 1 este divizibil cu (X — 1)3;

(ii) P — 1 este divizibil cu (X + 1)3.

Sa se calculeze P(0).

a) 1 b) -1 )0 d) 2017 e) —2017 f) 2

AL 323 Fie P € Q[X] polinomul de grad minim care satisface simultan
conditiile:

(i) P+ X este divizibil cu (X — \/5)2 ;

(i1) P — X este divizibil cu X3.

Sa se calculeze P (2) .

a) 2 b) 1 c)3 d) -2 e) 4 f) -1

AL 324 Fie f: R — R o functie injectiva. Sa se determine suma coeficientilor
polinomului P € R[X] care satisface relatia

—2r+4+4+5f(r+2)=4fBx —2)+ f(2x — TP(x — 1)),
pentru orice x € R.

a) 1 b) 2 c)0 d) -1 e) —2 f) 3

AL 325 Fie 1, z9, 73, 4 solutiile ecuatiei 2* + 2 — 422 + o +1 = 0. Daca
1 < 19 < 23 < x4, atunci ele verifica relatia:

a)x1+x2—0—2x3—x4:—2 b)IZGC\R,Z:m
C) T1Ty + w3 — 2xy = —2 d) zwoxs — x4 = =2

e) x1 + 3wy — x5 + x4 = —2 f) 21+ xo + 23 — 224 = =2
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AL 326 Fie polinomul f = X3—mX2+2X+3, m € R, curddacinile 21, x5, 23.
Sa se determine multimea valorilor parametrului m pentru care are loc relatia

10 3 10
Ao b{1} oo} q {i 3} o) {i 1—0} ) {ig}

AL 327 Fie polinomul f = X* — 5X3 +2X? — 3X + 1 cu radicinile z,, 9,
T3 §1 x4. Sa se calculeze valoarea expresiei

1 1 1 1
2—131 2—]}2 2—33'3 2—.1’4.

21 23 21

b) 1 2 d) = = ) —=2

2) 0 ) c) 23 ) %3 °) 51 ) =33

AL 328 Fie polinomul f = X3 + 5X + 3 cu radicinile x,, xo, x3. S& se
determine polinomul care are ca radacini pe 2%, r3, z3.

a) X3+ 15X2+ 10X — 7 b) X3 — 5X2 4+ 25X 45
) X34+ 10X2 425X — 9 d) X* —10X% —5X +3
e) X3+ 15X —5X +5 f) X3 —10X2 425X — 9

AL 329 Sa se afle a, b, c € R stiind ca solutiile ecuatiei
2t +ar® + b’ +cx +64=0
sunt numere naturale in progresie geometrica cu ratia numar natural.

a) a=5,b=067,c=100 b) a=—15,b="70, c = —120
c)a=15b="70,c=120 d) a=-5,b=67, c=100
e)a=15 b= -70, c =120 f)a=>5,b=—67,c=—-100
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AL 330 Fie a,b € R. Cate polinoame de forma P(X) = X? + aX + b au
proprietatea ci radacinile lor satisfac conditiile 23 = zy si 23 = 1 ?

a) niciunul b) 100 c) 4
d) 1000 e) o infinitate f) unul

AL 331 Fie polinomul P(X) = X3+ aX?+0X +¢, a,b,c € R, cu radacinile
Z1, 9, x3 simple. S& se determine valoarea expresiei

21 P'(x1) + 2o P'(x29) + 23P'(23).

a) 0 b) 9¢ — a? + 2ab c) 2ab — a® — 9c
d) 4ab —9c — a® e) 9c + a® — 4ab f) ¢ —a+ be

AL 332 Impértind polinomul X8 la X — 1 se obtine catul ¢ si restul 7,
impartind polinomul ¢; la X — 1 se obtine catul ¢, si restul ry, iar continuand
procedeul si definind recursiv polinoamele g, si restul ry 1 ca fiind, respectiv,
catul si restul impartirii lui ¢ la X — 1, pentru orice k € {1,2,...,7}, sa se
determine ;5.

a) 1 b) 2 c) 7 d) 70 e) 100 £) 700

AL 333 Fie a, 3, v solutiile ecuatiei 23 + 32% — 24z + 1 = 0. Sa se determine

o+ B+

e) 3 e) 27



PROBLEME DE TRIGONOMETRIE SI GEOMETRIE
PLANA (simbol TG)

TG 1 S4 se calculeze sin? 120° — cos? 30°.

a) —v/3 b) —v2 c) —1 d) 0 e) 1 f) V3

2
TG 2 Fie x € (0,7) astfel incat cosz = % Sa se determine tg x.

b) 1 c) V3 d) -3 e) —1 f) —

|3

2
TG 3 Fie functia f: R — R, f(z) = sing + cosx. Sa se calculeze f <§> .

V3-1 1—
5 e) 0 f) 5

&

c) V3 d)

TG 4 Valoarea lui a € (0, 7) pentru care 2 cos(m —a) — 1 = 0 este:

s s 2m LY T om
z - nidl il adl £) 22
i by 93 D% ° 1 ) 12
< . N 1. T
TG 5 Sa se calculeze sin(2z) stiind ca sinx = S8z € (5, 7r> .
2 1 2
N S R L CA L
2 2 2 2 2

187
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1
TG 6 Se considera functia f : R — R, f(z) = sin(2x). Daca f(a) = 3

, s
atunci f (a + 5) este:

2v2 2v/2 2 1
—_— b) ——— 1 d) —1 - f) —=
2) = - 91 ) 9 -
TG 7 Sa se rezolve ecuatia trigonometrica
cosz’ = —cos40° ,
unde x este cuprins intre 0 si 360.
a) x € {140,220} b) z € {135,200} c) z € {135,315}
d) =z € {45,315} e) x € {125,320} f) x € {135,345}
TG 8 Se considera urmatoarele propozitii matematice:
(1) sin 144° = cos 54°; (17) cos2018° = — cos 38°;
1 — cos30° 3
(i17) tg? 15° = %; (iv) sin?5° + sin? 45° + sin? 85° = 3

(v) (ctg10° — ctg80°) cos 70° = 2sin 110°.
Cate dintre acestea sunt false?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

TG 9 Care dintre numerele
a = cos b5’ b=sin155°, ¢ =sin15°, d = cos 170°, e = cos 100°, f = sin 106°
este cel mai aproape de zero?

a) a b) b c) ¢ d) d e) e f) f
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TG 10 Sa se calculeze tga + tgb, daca a,b € (0,7) \ {g} satisfac conditia

cosa + cosb = 0.

a) tg(a+b) +1 b) 1 c) 2tga d)o e —1 f) 2tgb

3
TG 11 Daca sina = 5 a € (g, 7r>, atunci cosg este egal cu:

R O R
Y5 5 775 10 5 10
TG 12 Fie x un numar real pentru care ctg (— — x) = 2. Sa se calculeze
tgx.
1 1
a) 3 b) ~3 c)1 d) -1 e) 3 f) -3

y a .. oa V3 T
TG 13 Sa se calculeze cos ER stiind ca sin 5= 3 siaé€ (0, 5)
6 5v'3 3 6 6
a) @ b) _£ <) i d) £ e) _£ f) £
3 3 9 3 9 9

TG 14 Sa se calculeze suma valorilor lui x € [0, 7] ce verifica ecuatia

2cos’z + 3sinz — 3 = 0.

5% 3m

o b) 2% A I -

3T
4

c) d)

TG 15 Fiez € <O7 %) astfel ca tg (a: + ) = 2. Sa se calculeze sin z.

N

a) Y2 b)% c)<—1_£ d)\/T§
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TG 16 Sa se determine valoarea maxima a expresiei

E(z) = sin (7ra:+g> + cos (wx—i— %) , xR

1 1
2wV g a3 g g3
3 2 2
. . sinx
TG 17 Fie functia f: D C R = R, f(z) = , unde D este

sinx 4+ cosx —m
domeniul maxim de definitie al functiei f, iar m € {-2, —V2,-1,2/2, T}
Pentru cate dintre valorile lui m avem ca D =R ?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

TG 19 Fie f: R = R, f(z) = cos® z +sin® . Sa se determine raportul dintre
valoarea maxima si valoarea minima a functiei f.

a) 1 b) v2 c) 2 d) 4 e) 7 f) 8

TG 20 Fiez € (O, %) astfel ca tgx 4+ ctgz = 3. Sa se calculeze sinx — cos .

w2 oy logl g g YR Y

TG 21 Fiex € (—%, %) astfel ca tgx - tg3x = 1. Sa se calculeze cos 8.
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4
TG 22 Sa se calculeze cos(z + 2y) stiind ca x = ?ﬂ sitgy =2—+3.

V3 1 1 1 V3
ve - _Z - ) >
2 Y by 9z Ay 90 -3
TG 23 Fie a si b doua numere reale astfel incat
. . . 1
sina +sinb=1¢gi cosa+ cosb = 3
Sa se calculeze cos(a — b).
3 3 1 1 1 1
- b) —= — d) —= — f) —=
%) 5 )73 ° 3 )73 °) 3 ) =3

TG 24 Fie functia f : [g,w} — R, f(x) = cosx — sinz. Sa se determine cea

mai mica valoare a lui f.

-1 b =3 =3  d) =3 ¢ —% £ 2
TG 25 Fie f : (—g,g) — R, f(z) = sinz + v/3cosz. Sa se determine
imaginea functiei f.

a) (_17\/5] b) (_1?2] C) [_LZ]

d) (_\/57 1] e) [_1’\/3] f) (_\/571)

TG 26 Aria unui triunghi dreptunghic isoscel ABC, AB = AC, este egala
cu 8. Sa se calculeze lungimea ipotenuzei.

a) V2 b) 2 c) 2v2 d) 4 e) 4v/2 f) 8
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TG 27 Lungimile laturilor unui triunghi sunt 3,3+/3, 6. Sa se calculeze raza
cercului circumscris triunghiului.

a) 1 b) — c) V3 d) 2 e) 3 f) 2v/3

TG 28 Sase calculeze raza cercului inscris in triunghiul dreptunghic de catete
5 sl 12.

b) 1 ¢) V3 d) 2 e) 2v/3 f) 3

N —

a)

. Sa se calculeze

e~ =

TG 29 Fie triunghiul ABC cu AC' =5, AB=8gicos A =

lungimea laturii BC.

a) /69 b) V109  ¢) v/89 d) 89 e) 109 f) 69

TG 30 Fie triunghiul PQR cu PQ =4, QR =5 si RP = 7. Sa se determine

COS(@).
29 1 1 4 ) 4
= - - = b £ =
%) 35 -5 93 47 © 7 ) =7
TG 31 In triunghiul ABC, AB = 4+/3, AC =4, sinC = - Sa se calculeze
sin B.
V2 1 V3 1 V2
Yy - 1 Yo - £ X2

TG 32 Aria triunghiului ABC este 10 m?. Sa se determine AB stiind ca
AC = 4 m si unghiul BAC are 30°.

10 10v/3
a) —m b)b5m C)T\/—m

3 d)10m  e)20m f) 8m
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TG 33 Intr-un cerc cu raza de 4 em se inscrie un triunghi ABC' ce are unghiul

ABC de 30°. Si se determine lungimea laturii [AC].

a)2cm  b)3em c)dem  d)4V/3em  e)3V3em  f)2V/3cem

TG 34 Fie triunghiul ABC cu AB = 23, AC =6 i tgA = —v/2. S& se
afle lungimea lui BC.

a) 6v/2 b)2v/6 ) 3v2 d)3v3  e)3V6 f) 6v/3

TG 35 Fie triunghiul ABC cu AB =3, BC =8, CA =7. Daca punctul P
apartine laturii BC astfel incat BP = 6, sa se calculeze AP.

W TV

3 ; c) 3v3 d) 5 e) 3v7 f) 44/3

a) b)

TG 36 Triunghiul ascutitunghic ABC' are AB = 6, AC = 8 gi aria egala cu
164/2. S se determine valoarea lui sin C.

2v/34 44/39 20/42 4/37 V2 V2
O Mgy 95 V3 9 Dy

TG 37 Un triunghi are aria 2v/3, perimetrul 12 si un unghi de 60°. S& se
afle lungimea razei cercului circumscris triunghiului.

5v3

¢) V3 d) 3

e) f) 2v/3

TG 38 Fie punctele A, B, C astfel incat AB = 5, AC' = 8 si BAC = 60°.
Sa se calculeze lungimea minima pe care o poate avea un segment [AP] atunci

cand P este un punct variabil pe dreapta BC.

)5 D T-vE o2 01)&;/g e)m
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TG 39 Se considera triunghiul ABC cu AB = /3, AC = /2 si A= % Sa
se determine lungimea bisectoarei (AD), D € (BC'), a unghiului BAC.

a) 3 -6 b) V2 -6 ) V6 —2

d) 3v6 — 6 e) V6 —6 f) 3v/6 -3

TG 40 Triunghiul ABC' are o latura de 9 em si perimetrul de 50 em. Sa se
calculeze aria maxima pe care o poate avea triunghiul.

a) 90 cm? b) 120 cm? c) 120v/2 em?
d) 200 cm? e) 400 cm? f) 300v/2 cm?

TG 41  Fie G centrul de greutate al triunghiului echilateral ABC' ce are aria
egala cu 18. Se noteaza cu Mg multimea punctelor din interiorul triunghiului
situate mai aproape de GG decat de oricare dintre varfurile triunghiului. Sa se
calculeze aria multimii M.

TG 42 Fie hexagonul regulat ABCDEF cu AD N BE = {O}. Se considera
afirmatiile:

(i) OA+ 0B +OC + 0D + OF + OF = U; (i) OA + OC = OB;
(m’)O?—i-O‘ﬁ+O?:6>; (iv)/@—ﬁ:@;
(v) OA+AB + BO = 0; (vi) CE = —2AB + BC.

Cate dintre afirmatiile date sunt corecte?

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e)b f) 6

TG 43 Fie P si @ mijloacele bazelor AB si C'D ale trapezului ABC'D. Sa se
determine k € R astfel ca E + ﬁ = k@
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TG 44 In triunghiul echilateral ABC' de latura 3, punctele P si () impart
latura BC 1n trei parti egale. Daca G este centrul de greutate al triunghiului
ABC, sa se calculeze lungimea vectorului GP + GQ).

a) — b) V3 c) 2 d) %3 e) 2v/3 f) 3v/3

TG 45 In sistemul cartezian de axe de coordonate se considers punctele

0(0,0), A(6,0), B(7,2) si C(a,b). Daca OC = 1@, atunci a — b este:

a) —2 b) —1 c)0 d)1 e) 2 f) 3

TG 46 In sistemul cartezian de axe de coordonate se consideri punctele

0(0,0), A(6,0), B(6,4) si M mijlocul segmentului [AB]. Daca O—]\>4 = ai+bj,
atunci a + b este:

a) 8 b) 10 c)4 d) 7 e)9 f) 6

TG 47  Fie vectorii @ = i + (a + 1)],7 = —bi + 45,10 = (2a 4 4)i — 4bJ,

unde a,b € R. Daca « 4+ v = W, sa se calculeze a — b.

a) —2 b) —1 c)0 d)1 e) 2 f) 3

TG 48  Se considerit vectorii coliniari @ = —bi + (a+1)j, T = —2i — 2bj si
@ = (2a + 2)i + 27, unde a,b € R*. Si se calculeze a + b.

a) —4 b) —3 c) —1 d) 2 e)3 f) 4

— S S5 5 -
TG 49 Se considera vectorii PA = 4i+7, ﬁ = 2i+2j, respectiv P? = i+aj,

a € R. Sa se determine valoarea lui a pentru care punctele A, B,C' sunt
coliniare.

a) & b) 2 ) g Q-2 g1 £ 3



196 CULEGERE DE PROBLEME

TG 50 Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC| stiind ca M(1,1), N(5,—1),
P(3,5) sunt mijloacele laturilor sale.

a) 4v/5 b) 12v/5 c) 8v/5 + 410
d) 30 e) 8v/5 + 12 f) 6/5 + 14

TG 51 Sa se determine valoarea parametrului real a pentru care dreptele
AB i C'D sunt perpendiculare, unde A(1,3), B(—2,4), C(=5,—1) si D(0,a).

a) 1 b) 2 c) 6 d) 7 e) 14 f) 15

TG 52 Fie punctele A(1,1), B(—1,0), P(a,2), unde a € R. Sa se determine
a stiind cd P apartine dreptei AB.

a) —1 b) 0 c) 1 d) 2 e) 3 f) 8

TG 53 Se dau punctele A(2,3), B(—1,2) si C(3,6). Fie y = mx 4+ n ecuatia
medianei din A in triunghiul ABC. Sa se calculeze m + n.

a) 6 b) 4 c) —6 d) —4 e) 3 f) -3

TG 54 Se da triunghiul ABC cu A(-1,3), B(—2,—4), C(2,6). Sa se cal-
culeze distanta de la punctul O(0,0) la punctul de intersectie dintre dreapta
suport a medianei din A si dreapta suport a inaltimii din B.

a) 2v65 b)) V2I8 ) 3v34  d)16 ) 8/5 f) 8v/6

TG 55 Pornind din punctul A de coordonate (6, —1), un punct mobil notat
P se indeparteaza cu viteza constantd de acesta, echidistant fatad de dreapta
d:x+2y+2 =0, traversand primul cadran. Sa se calculeze distanta parcursa
de P intre cele doua axe de coordonate.

a)5 b) 2v/5 c) 4 d) —= )32 f) 2v/6
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TG 56 Sa se calculeze distanta dintre dreptele paralele dy : 3x + 4y — 2 =10

1
sidy:y=mzr— —, unde m € R*.
m

a) 1 b) ; ¢) 2 a) g ¢)3 £) 2v/2

TG 57 Fie punctele A(0,4) si B(4,0). Punctul C(a,b) apartine segmentului

AC y
[AB] astfel ca CBE= AC Sa se calculeze a — b.
3 4
a)Z—L b) 4v/5 — 8 c)§ d) 1 e) 2v/2 -2 f) 2¢/5 — 4

TG 58 Fie trapezul dreptunghic ABC'D cu AB|CD, DA L AB, AB = 6,
AD = CD = 3. Daca M este mijlocul lui (AB) si N € (DC) cu CN =1, la
ce distanta de A se intersecteaza dreptele M N si BC' ?

D0y e g2 ) 10

£) 5
z )

TG 59 Prin simetricul punctului A(—2,3) fata de punctul B(1,2) se duce o
dreapta d paralela cu prima bisectoare. Sa se calculeze distanta de la punctul
A la dreapta d.

a) — b) V2 c) 2v2 d) %5 e) 4v/2 f) 5

TG 60 Fiecarui numar natural n i se asociaza punctul P, de coordonate

nmw . nw . . . o 1 .
(COS R sin ?) . Cate drepte ce contin cel putin doua dintre punctele consi-

derate pot fi construite?

a) 3 b) 6 c) 15 d) 30 e) 45 f) o infinitate
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TG 61 Fie 0(0,0), A(—1,4), B(5,1). Sa se afle coordonatele punctului C'
astfel ca simetricul lui fata de dreapta AB sa fie centrul de greutate al triun-

ghiului AOB.
34 53 11 18
o 2 92 = 2
) (352 b) (2.3 o (5-7)

YT TS )

TG 62 Un punct din primul cadran se numeste bine plasat dacd distanta
de la el la origine este un numar natural. Cate puncte bine plasate contine
dreapta d: 2z +y—4v/2=07?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

TG 63 Fie P punctul egal departat de laturile triunghiului ABC, unde
A(1,1), B(4,5) si C(5,4). Sa se calculeze distanta de la P la dreapta AB.

c) M d) %ﬁ e) %5 f)

Wl N

4 1
= b) =
a) 7 )3

TG 64 Fie A(2,0),B(0,4) si C(5,a) astfel incat triunghiul ABC este isoscel
de baza AB. Daca Q(zo, yo) este centrul cercului circumscris triunghiului ABC,
sa se calculeze g — yo.

a) —1 b) —2 ) d) % o)1 £ 0

TG 65 Fie A(3,0), B(0,3) si fie C(a,b) pe dreapta x +y = 8 astfel incat
triunghiul ABC' este isoscel de baza AB. Daca H (xo, o) este ortocentrul tri-
unghiului ABC, sa se calculeze zy + 1.

24 16 17 12

a) : d) — e) 6 f) 4
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TG 66 Fie A un punct variabil pe dreapta y = x+ 1, iar B proiectia lui A pe
dreapta de ecuatie x = 3. Atunci mijlocul segmentului (AB) apartine dreptei:

a)x =y b)y =2z c)r+y=1
d) y=2z-2 e) x4y =2 fly=x+1

TG 67 Simetrica dreptei d : y = 2—x fata de punctul A(2, —3) intersecteaza
axele de coordonate in punctele P gi (). Sa se calculeze aria triunghiului POQ).

TG 68 Se considera dreptele concurente dy : x+2y—9=0,dy : z—2y+3 =0
sids:2x+4+ay—3=0,a¢c R O dreapta d ce trece prin punctul O(0,0)
intersecteaza dreptele dy, dsy, ds respectiv in punctele distincte A, B, C. Sa se
afle panta dreptei d astfel ca (AB) = (BC).

11
2

11

;1
2

Nr ML d-pl ) -1 1)

TG 69 Fie P mijlocul segmentului (AB), unde A(4,0) si B(0,2), iar M, N
proiectiile punctului P pe Oz, respectiv Oy. Daca @) este punctul de intersectie
a perpendicularei iIn B pe dreapta AB cu dreapta M P, iar R punctul de
intersectie a perpendicularei in A pe AB cu dreapta N P, sa se calculeze aria
patrulaterului ABQR.

23

25
2 2

9 A2 9n Do

a) b)

TG 70 Prin punctul A de intersectie a dreptelor
dicx+y—2=0 i dy:2z—y—4=0

se duce o dreapta d paralela cu prima bisectoare. Fie P un punct oarecare
al dreptei d, diferit de A. S& se arate ca raportul distantelor de la P la dj,
respectiv la dy este constant si sa se determine valoarea lui.
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a) — b) 3 c) — d) V10 e) 2v/5 f) 2v/3

TG 71 Fie punctele A(2,1), B(6,1),C(4,5) si multimea M4 a punctelor din
primul cadran situate mai aproape de A decat de celelalte doua puncte date.
Sa se calculeze aria multimii M 4.

TG 72 Prin simetricul punctului A (4,2) fata de punctul B (—1, 1) se constru-

iegte o dreapta d de panta — . Perpendiculara in A pe dreapta AB intersecteaza

d in punctul C. Sa calculeze aria triunghiului ABC.

39 13
i £ =2
5 e) 36 ) 5

a) 479 b) 13 c) 26 d)

TG 73 Multimea punctelor P(x,y) aflate la distanta r de punctul Q(a,b)
formeaza cercul de centru @) si raza r. Sa se determine ecuatia ce descrie acest
cerc.

a)(x—a)2+(y—b)2:r2 b)x2+y2—2a:r—2ay—r2:0
¢) (x4 a)*+ (y+0)? =r? )2+ +a?+0*—r? =0
e) (x—a)+(y—0b?=r f) 22 + 4?4+ 2az + 2ay + a*> + V> —r? =0

TG 74 Se considera punctele A(3,0) si B(0,4). Fie punctul @ situat in
interiorul triunghiului OAB aflat la distanta r de fiecare latura a acestuia. Sa
se determine care dintre urmatoarele ecuatii este verificata de toate punctele
P(z,y) ce se afla la distanta r de punctul Q.

1

a) 22 +y? — 20 —2y+1=0 b)x2+y2—x—y—§:0

)+ y* —2V22—2V2y+3=0 d)z*—y?—20-2y=0
e+ +2r+2y+1=0 f) a? +y* =20 -2y —1=0
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TG 75 Sa se determine ecuatia cercului cu centrul situat pe dreapta de
ecuatie 4z +y — 16 = 0, ce trece prin punctele A (4,1) si B (6,5) .

a) #2442 — 10z — 6y +29 =0 b) 2% 4+ y*> — 6z — 8y +15=10
¢)a?+y*—2x—10y+1=0 d) 2 +y* — 1o — 4y +43 =0
e) 2 +y*+2x — 12y — 13 =0 f) 22 +9y* — 62 —4y—15=10

TG 76 Se considera punctul @ (1,0) si cercul de ecuatie
(x —5)* + (y — 3)* = 100.

Daca punctul Py (xg, o) este situat pe cerc la distanta maxima de @), sa se
calculeze xg + yo.

a) 12 b) 0 c) 14 d) 16 e) 24 f) 22

TG 77 Punctul M(—2,1) se rotegte in jurul punctului O(0,0) in sens trigo-
nometric cu 60°; obtinandu-se astfel punctul M’(a,b). Sa se calculeze 4a — 2b.

a) —5 b) 0 c)b d) —1 e) —2 f) —6






PROBLEME DE ANALIZA MATEMATICA
(simbol AM)

—1)”
AM 1 Se considera sirul (z,),~,, unde ,, = (=1) . Cate dintre urmatoarele
= n

propozitii sunt adevarate?
Py: (z,)n>1 este monoton
Py: (2,)n>1 este marginit
P3: (x,)n>1 este convergent
Py lim z, =0
n—00

Ps: (x9p41)n>0 este crescator

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AM 2 Fie sirurile (2n),50 5 (Yn) s s (20) 515 (Wn), 59 cu termenii generali

_ 2+ (=) _ 2+ -0)™ a4 (=1)" _ Vil (="

In 22” ) yTL 227L 9 Z’n, - n2 ) wn n'

Atunci:

nu este monoton

este descrescator )
Y,) 1Nu este monoton
)

Y,) nu este monoton
) nu este monoton
w,) nu este monoton

este descrescator
wy,) este descrescator

203
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204
x,) nu este monoton
) Y,) 1nu este monoton
Z,) nu este monoton
wy,) nu este monoton

este descrescator
este descrescator
nu este monoton
nu este monoton

5
~— —

¢}
~—
N N N N N N N N
3

g
N

n—oo | n!

1
AM 3 Sa se calculeze lim [—

a) 1 b) 2 c) 00

AM 4 Sa se studieze existenta limitei

) este descrescator
Yn) este crescator

) nu este monoton
wy,) este descrescator

) nu este monoton
n) este descrescator
) nu este monoton
wn) este descrescator

aceasta exista, sa se determine valoarea sa.

AMS5 S idera limitele L; = i ’
e considera limitele L, nggo\/ﬁ(\/gn+5_\/3n—5)

si Ly = lim

. 1
L2:T}1—>r{>10\/ﬁ(\/4n+5—\/3n—5)
Atunci
a) Ll—%,LQ—%,Lg—oo
c) leé,LQZO,L;&:O
) leg,ngO,ngoo

d) 0 — f) V5
) O DB
: _onlm .
lim 7" sin — si, In cazul in care
d) 7 = £) nu exist
¢) 10 nu exista
1

1
n=oo \/n (v/3n2 +5 — v/3n? = 5)

b) L1:O,L2:0,L3:O
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AM 6 Sa se determine parametrii reali a i b astfel incat

lim (\3/8713 +bn2+a—an -+ b) =13.

n—oo
a)a=—2b=12 b)a=2b=12 c)a=2,b=10
d)a=2,b=38 e)a=—-2,b=13 f)a=2b=6
) a1
AM 7 S lcul lim ——————.
a se calculeze ng&m_\/ﬁ
1 1
a) 0o b) 1 c)0 d) - e) = f) e
e 2
. 1 k N .
AM 8 Fie xn:—z - n € N". Sa se calculeze lim z,.
nk:ln_l_ﬁ n—o0
1
a) 0 b)§ c)1l—1In2 d)1 e) 2 f) oo
"k (k+2
AM 9 Sa se calculeze nh_}nolo kz_;n(?’T—i_kQ)
2 3 1
2 b) 1 - d) = - f
a) ) ¢) 3 ) 5 ©) 3 ) 00

n k
AM 10 Fie z,, = Z (Z j2> ,n € N*. Sa se calculeze

k=1 \j=1
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n

-1
AM 11 8Sa se calculeze limita sirului cu termenul general z,, = Z z]Z—k‘
k=1
a) 0 b) 1 c) 3 d) In3 e) 2 f) oo
AM 12 Sa lcul li z”: L
a se calculeze  lim 2 5ER? 15k 4"
1 1 4
- b) — d — f)1
a) - ) 5 c) 0 )5 ¢) 57 ) 15
AM 13 Sa se calculeze lim Ok + 1
n—o00 4k
k=1
3
a) 0o b) 7 c) 6 d)§ e) 0 f) 3
AM 14 Sa se calculeze
lim Cl+2(n—-1)C%2+3(n—1)*C3+---+n(n—1)"1C"
n—00 1 +nCl+n2C2+ - - +nnCn ’
1
a) 0 b) — c) 1 d)e e)e+1 f) oo
e
AM 15 Sa se calculeze limita girului cu termenul general
1 Vo) I 3
T, = V24 +\/ﬁ,n€N*.
ny/n
3 1
a) 0 b) 1 c) 1 d) In3 e) 5 f) oo
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AM 16 Sa se studieze existenta limitelor

-1 n+1 2 1 n
L= tim tgn [ EDTY G, - lim tg" -+ (=1)"
4 4n?

n—o00 n

si, daca acestea exista, sa se precizeze valoarea lor.

1
a) L1 =Ly =1 b) L; = 1 si Ly nu exista
1
c) LIZZ’L2:1 d) Ly nu exista si Ly =1
1
e) Ly =Ly = 1 f) Ly si Ly nu exista

AM 17 Fie sirul (z,) definit prin z; = 3, x,41 = 22 — 22, + 2, n > 1.

>

k=1

Ead

Sa se calculeze lim

n—oo & '
S
1
a) 0 b)§ c) 1 d) 2 e) 3 f) oo
no 1 .
AM 18 Fie sirul (z,,) definit prin 1 = 1, 2,41 = % + —, n > 1. Atunci:
Ty

a) sirul este crescator si marginit

b) sirul este crescator si are limita oo

¢) sirul este crescitor si are limita /2

d) sirul este descrescator gi nemarginit

e) sirul este descrescator si are limita V2
f) sirul este marginit si nemonoton

1
AM 19 Fie sirul (x,) definit prin ; = 1, 2,01 = 2, + —, n > 1. Sa se
calculeze lim /xz,,. !

n—oo

c) 1 d) e e)e+1 f) oo
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10 _ 1
Sa se calculeze lim .
z—=1 r—1
b) —9 c) 1 d) —1 e) 11 )9
Sa se calculeze lim v =2 )
2 2T — 4
b) 1 G2 d) — ) InvZ
o e) In )e
12z
Sa se calculeze lim M .
z—o0 In (1 + 63"”)
b) 3 c) 12 d) e3 e) 0o f) 1
1—+/tgzx

Sa se calculeze lim -
=T 2 —tgr —tgix

1 1 .
b) 0 z a1 1 oL
) C) 1 ) e) . ) s
Sa se calculeze lim (z * W) ]
e o We gr D
2 B 22
Sa se calculeze lim In(z*+1) —cosxz+e
z—0 101,2
1 1 1 . -
b) — 2 Q)+ 5 5
) 10 <) 4 ) 5 e) 5 f) ;
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AM 26 Sa se studieze existenta limitei

1
22 sin —
lim ——%
20 sinx

si, in cazul in care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.
a) 0 b) nu exista c) 1 d) oo

AM 27 Sa se studieze existenta limitei

o1

X sin —

lim L
z—0 T — 1

si, In cazul In care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.
a) 0 b) nu exista c)1 d) oo

AM 28 Se considera functia f : R — R, definita prin f(z) = e*(sinz—cos z).

Sa se studieze existenta limitei lim f(z) gi, in cazul in care aceasta exista,
T——00
sa se determine valoarea sa.

a) —oo b) 0 c) oo d) —1 e) 1

exista, sd se determine valoarea sa.

a) 1 b) oo c)m

d) /7 e)0

AM 30 S5a se studieze existenta limitei

_ 4l i 1
lim x°(e=?+1 — e=2
T—r00
si, In cazul In care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.
a) 0 b) 1 c) —1 d) 2

e) nu exista

f) 2e

f) nu exista

1
AM 29 Sa se studieze existenta limitei lir% (v/7)= si, in cazul in care aceasta
T

f) nu exista

209
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AM 31 Sa se studieze existenta limitei

i )

T—00 I

si, In cazul In care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.

a) 0 b) 4 c) d)1 e) nu exista f) 2

AM 32 S5a se studieze existenta limitei

lim (2° — zIn(e” + 1))

T—00

si, In cazul in care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.

a) 0o b) 0 c) 1 d) —o0 e) —1 f) nu exista

141 241
AM 33 Sa se calculeze lim Tt lnx + .
T—00 .1172 —+ 2 (L‘Z

a) 0 b) 1 c) 2 d) e e) 3 f) oo
AM 34 Sa se studieze existenta limitei
(5 o)
lim |z — — —sinz
T——00 6
si, In cazul in care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.
1 .
a) —1 b) 5 c)0 d) nu exista  e) oo f) —oo

AM 35 Sa se determine valoarea parametrului real a pentru care

lim (In(e® +a) —z) (" + x) = 1.

T—r00

a) e ! b) 0 c) 1 d) e e) —1 f) —e
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AM 36 Sa se determine multimea valorilor parametrului a € [0, 00) pentru

care limita )
] etgz _ esSinz
lim
z—0 e
>0

exista gi este un numar real nenul.

a) {1} b){2} ¢ {3}  d)(200) e) (0,2)  £){0,3}

AM 37 Sa se calculeze

a) e b) €3 c) e ? d) e? e) 1 f) oo

23

2 +

AM 38 Se considera functia f: R — R, f(z) =

T Sa se calculeze

tim (1) .

a) 0 b) 1 c)

AM 39 Fie functia f : [0,2] - R, f(z) = {x}(2 — {2})?, unde {x} este
partea fractionara a lui z. Sa se studieze existenta limitei lin% f(z) si, in cazul
z—

in care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.

a) 0 b) 1 c) nu exista d) -1 e) 2 f

~—
Do W

AM 40 Sa se calculeze hH(l) e,
T—

>0

2) 0 b) 1 91 Ao oy f)
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AM 41 Fie n € N*. Sa se calculeze

r+ai+-+a"—n

lim

x—1 r—1
a) 0 b) 1 c) n(n+1)
d) @ e)n+1 f)n

AM 42 Sa se determine parametrul a € (0, 00) astfel incat

22— a2
lim ——————~= = 32.
:vll}tlz \/_ — \/a
a) 0 b) 2 c) 4 d) 1 e) 16 f) 8
AM 43 Sa se studieze existenta limitei lin(l) | _| si, In cazul in care aceasta
— T
exista, sa se determine valoarea sa.
a) 1 b) —1 c)0 d) In9 e) —In9  f) nu exista

AM 44 Fie n € N*. Sa se calculeze

n— (cosx + cos? z + - - - + cos™ x)

)
zlE}(l) SiIlQ.T

1 1

D0 b1 o @ d) oo D ”(”4+ )
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AM 46 Sa se studieze existenta limitei
1
lim [_] ,
z—0 | Inx
x>0

unde [z] este partea intreaga a lui z, iar in cazul in care aceasta exista, sa se
determine valoarea sa.

a) 0 b) 1 c) —00 d) -1 e) 0o f) nu exista

AM 47 Sa se studieze existenta limitei

i 1
lim ¢ —— 5,
z—0 {hl ‘SL” }

unde {t} este partea fractionara a lui ¢, iar in cazul in care aceasta exista, sa
se determine valoarea sa.

1 1 1 2
il _- 1 il £z
Ny by 90 ) R
1
. ze
AM 48 Sa se calculeze lim —;
z—0 tg €T
x>0
1
a) 0o b) - c) 1 d)o e) e f) —1
e
AM 49 Fie a € (0,00). Sa se calculeze
i VI —ya+r—a
=SNG
1 1 1 1 1 1
a) — b) — C d e) —— f) —
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AM 50 Fie n € N*. Sa se calculeze

lim In(1+2") —In"(1+x)

z—0 xntl
n n(n+1) 1
1 — f) =
an DO o DR )
AM 51 Sa se calculeze
I 712 —sin'?(z)
ey 214
a) 0 b) 1 c) 2 d) 6 e) 12 f) 24

AM 52 FieneNn>1 gia,a,...,a, € (0,00)\{1}. Se considera functia

1
aff+a§+...+a£)x
n

h:R*%R,h(m):(

Sa se studieze existenta limitei lim h(z) i, in cazul In care aceasta exista, sa
z—0

se determine valoarea sa.

a) 0 b) oo c) 1 d) nu exista  e) ajag---a, f) Yajaz-a,

1
AM 53 Se considera functiile f : R — R si g : R\ {—1, 5} — R,

1 n 1
2c—1 x+1

f(@) = [22° +2f,g(2) =

Sa se calculeze media geometrica a urmatoarelor trei limite:

T——00 z—1

{p= lim f (m)g(z) 7€2 = lim1 f (x)g(z) ,63 = lim1 f (x)g(m) .
T——
2
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AM 54 8Sa se calculeze

AM 55 Fie m un parametru real gi

V222 4+ 1+ Vma?—1
L = lim )

20 1 — cos (x2)

Si se arate ci valoarea expresiei E = 3L —m+y/2 este independentd de m si si
se precizeze valoarea lui E.

a) BE=—2 b) E =2 ¢) E=3v2
d)E=3 e) B =22 f) BE=—2V2

AM 56 Sa se determine ecuatia asimptotei spre —oo la graficul functiei

f:R—=R, fz)=va?—-—z+1-—u.

AM 57 Se considera functia f : R — R, f(x) = xrarctgz. Sa se studieze
existenta asimptotelor la graficul functiei f i, In cazul in care acestea exista,
sa se determine ecuatiile lor.

a)yzzx—l b)y:—Eerl C)yZinJrl
2 2 2
d) y:j:gx—l e) nu exista f) y:gaz
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AM 58 Sa se studieze existenta asimptotei spre co la graficul functiei

f:00,00) = R, f(z)=+/22+zln(er +1)

si, In cazul In care aceasta exista, sa se determine ecuatia sa.

1
a)y=x+§ b) y =2z c)y=xz+1
2 2

d)y:ﬁx—i—\/f_ e) nu exista f)y:ﬁx—i—\/?_

AM 59 Sa se studieze existenta asimptotelor la graficul functiei
f:(0,00) > R, f(z)=zhz

si, In cazul In care acestea exista, sa se determine ecuatiile lor.
a)y=ux b)y=xz+1 c)y=0
d) nu exista asimptote e)x =0 flz=05iy=0

AM 60 Se considera functia f : R — R, f(z) = z — sinz. Sa se studieze
existenta asimptotelor la graficul functiei f i, in cazul in care acestea exista,
sa se determine ecuatiile lor.

a)y=0 b)y==x ¢) nu exista

dy=az+1 e)x=0 f)y=2z

AM 61 Fie f:[2,00) = R, f(z) = —

x o . .
+ —— . Sa se determine ecuatia
z—1 z+1

asimptotei spre oo la graficul functiei f.

a)y=0 b)y=1 c)y=2 d)y==x e)y =2

f) Toate rapunsurile precedente sunt gresite
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AM 62 Fie f:R\{-1} >R,

axr

a € R.

fla) =

Sa se determine multimea valorilor parametrului a astfel incat y = 0 sa fie
asimptota orizontala spre —oo la graficul functiei f.

a) (0,00) b) {1} c)

(_172)
d) @ e) [0, 00) f) R

AM 63 Se considera functia f: R\ {2} — R,

2 +ar+b
=2

f(z) a,b e R.

Sa se determine valorile parametrilor reali a,b astfel incat y = x + 2 sa fie
asimptota oblica spre oo la graficul functiei f.

a)a=0,b= -2 b)a=1,b=0 c)a=0,beR
d)a=0,b=3 e)a=-2,beR f)a=0,b=0

AM 64 Se considera functia f: R — R, f(z) = Va2 +2 — V22 + 1. Si se
determine asimptotele la graficul functiei f.

a) x = 0 este asimptota verticala

b) y = z este asimptota oblica spre +oo

¢) y = x este asimptota oblica spre —oco

d) y = 0 este asimptota orizontala spre +0o

e

f

) y = 0 este asimptota orizontala spre —oo
)

y = 0 este asimptota orizontala spre 4oco
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AM 65 Sa se determine ecuatia asimptotei spre —oo la graficul functiei

f:R—)R,f(x):{
a)y=20 b)y=z-1
d)yz—gx e)yz—%

arctgr, dacax <0

14z, daca z > 0.

™
C)y——§

f) y =2nx

AM 66 Sa se determine asimptotele la graficul functiei

a)

b)

f:R*—)R,f(x):ei.

y = 1 este asimptota orizontala spre + co
r = 0 este asimptota verticala la dreapta
y = 1 este asimptota orizontala spre — oo
x = 0 este asimptota verticala la dreapta
y = 1 este asimptota orizontala spre £ oo
x = 0 este asimptota verticala la stanga

y = 1 este asimptota orizontala spre 4+ oo
x = 0 este asimptota verticala la dreapta
y = 1 este asimptota orizontala spre + co
x = 0 este asimptota verticala la stanga

y = 1 este asimptota orizontala spre — oo

x = 0 este asimptota verticala la stanga

AM 67 Sa se determine asimptotele la graficul functiei

R R, f(2)=Vdz2+1— Va2 +2.

=2r, y=-2x b)y=1+z, y=—x c)y=1—-=z, y==x

e)y=1—z, y=1+2 fHy=2x, y=1—z
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AM 68 Fiea € (0,00) si functia f: D — R,

X

fla)= =
unde D C R reprezinta domeniul maxim de definitie. Stiind ca functia f nu are
asimptote verticale, sa se studieze existenta altor asimptote la graficul functiei
f si, In cazul In care acestea exista, sa se determine ecuatiile lor.

a)y=0y=—x b)y=0 c)y=0,y=x
dy=0,y=z+1 e)y=1Ly=x f) nu are asimptote
2% — 2

AM 69 Fie functia f: D CR = R, f(z) =

5 unde prin D s-a notat

domeniul maxim de definitie. Sa se determine ecuatiile asimptotelor la graficul
functiei f.

a)r+y+2=0 b)y=z-—2 c)xr=2

d)y=2—-=x e)r=2,y=—cr—2 f) y=+x+2

AM 70 Se considera functia f : R — R, f(x) = z + /|1 — 22|. Cate dintre

urmatoarele propozitii sunt adevarate?
P f nu admite asimptota orizontala spre —oo.
P: f admite asimptota oblica spre —oo.
P;: Axa Ox este una dintre asimptotele functiei f.

Py: f admite cel putin o asimptota verticald, printre care dreapta de ecuatie
r=1.

P5: f admite cel mult o asimptota orizontala.

Ps: f admite exact o asimptota oblica, care este o dreapta ce trece prin
origine.

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5
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AM 71 Fie f: (—00,0] — R o functie continua astfel incat dreapta de ecuatie
y = 2x este asimptota oblica spre —oo la graficul functiei f. Cate dintre
urmatoarele propozitii sunt adevarate?

Plf

PQI

P3:

P4I

P5:

Dreapta de ecuatie y = 2x este asimptota oblica spre +oo la graficul
functiei f.

Dreapta de ecuatie y = —2x este asimptota oblica spre oo la graficul
functiei f.
Nu se pune problema existentei asimptotei spre +oo la graficul functiei

7.

Dreapta de ecuatie y = 0 este asimptota orizontald spre —oo la graficul
functiei f.

Dreapta de ecuatie x = 0 este asimptota verticala la stanga la graficul
functiei f.

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5

AM 72 Fiea€Rsi f:R >R,

g oo

a, x =0,

unde [x] reprezinta partea intreaga a lui x € R. Sa se determine valoarea lui a
pentru care functia f este continua in punctul z = 0.

2) 0 I S g d) 1 ¢) 2 f)

Wl

3

AM 73 FieaeRsi f:]0,7] = R,

e z € [0,1]
J(z) = asin(z — 1) e (1,7]

— 7.

22 —br+4’ ’

Sa se determine a astfel incat functia f sa fie continua pe [0, 7].
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Sa se precizeze care dintre raspunsurile de mai jos este corect.

a) f este continua pe [0, 1]

b) f este discontinua in punctul z = 0

DO | =

c) f este discontinua in punctul z =

d) f are limita nenula in punctul z =0
e) f este discontinua in punctul z =1

f) f nu admite limita in punctul z =0

AM 75 Sa se studieze posibilitatea prelungirii prin continuitate a functiei

T 3 1+tg§
f: <_)_>\{7T}_>Rv f(l'):hl 323

in punctul 7. In caz afirmativ, sa se precizeze si expresia functiei prelungite f.

~ 1. 1 i
a) f se prelungeste prin continuitate la f (z) = = In m
2 1—sinz
. . ~ fx), o#m
b) f se prelungeste prin continuitate la f (z) = .
, rT=T

¢) f nu este prelungibild prin continuitate in z =«

~ 1, 14 cos
d) f se prelungeste prin continuitate la f (z) = B In #
—sinz
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(), x#m7

) rT=T7

e) f se prelungeste prin continuitate la f(x) =

| =~

1+ cosx
In

. 1
f) f se prelungeste prin continuitate la f (x) = gl
—cosw

AM 76 Sa se studieze posibilitatea prelungirii prin continuitate a functiei
sin (3 arccos x)

Vi

in punctelea = —1gib=1. In caz afirmativ, sd se precizeze si expresia functiei
prelungite f.

fr=LY) =R, f(z) =

a) f nu este prelungibila prin continuitate la [—1

b) f se prelungeste prin continuitate la f(x) =

¢) f se prelungeste prin continuitate la ]?(a:) =

d) f se prelungeste prin continuitate la f(:c) =

e) [ se prelungeste prin continuitate la f(x) =1 f(x), z€(-1,1)
3

, r=1

~ f(x), xe(-1,1)

f) f se prelungeste prin continuitate la f (x) =

3, xe{-1,1}
AM 77 Fie functia continua f : [1,100) — R, f(x) = (a + {z})(b — {z}),

a,b € R, unde {x} reprezinta partea fractionara a lui z. Daca Imf = [m, M|,
sa se determine M — m.
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a) % b) c)a*+a d) ab e)

DO | —

AM 78 Se considera functiile f, g : (0,e) — R, definite prin

N E? daca z € (0,1) , f(n(z + 1))
flz) = {x 11, dachae[Le)’ respectiv g(z) = —ln(l @)

Notam
A={z€(0,e): g este discontinua in x}.

S4 se calculeze S = Z a.

a€A

a) 1 b)1+e c)l—e d)e—1 e) 0 f) e

1

AM 79 Fief: D CR —= R, fx) = |x2—4w|arcsin7 , unde D este
x

domeniul maxim de definitie al functiei f. S&a se determine multimea punctelor

de continuitate ale functiei f.

a) [L,4) D) [1,4]  ¢)(0,00) d)[lLoo) e)(l,00) f)[1,00)\{4}

AM 80 Se considera functia f: D C R — R, f(x) = arcsin %, unde D
x
este domeniul maxim de definitie. Sa se determine multimea C' a punctelor de
continuitate ale lui f, respectiv multimea D; a punctelor de derivabilitate ale
lui f.
a) C = D; = (0,00) b) C =10,00), D; = (0, 00)
C)C:DlzR d)C:DlzR*
e)C =R, D; =R* f) C =[-1,1], D; = (—1,1)
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AM 81 Fie functia f: R — R,
r+Inz, dacaz >1
fle) =

x? daca z < 1.

)

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?

a) f este continua si derivabila doar pe (—oo, 1) U (1, 00)
b) f este continua pe R si derivabila doar pe (—oo, 1) U (1, 00)
c) [ este continua pe R i derivabild pe R cu 2f (1) = f/(1)
d) f este continua pe R si derivabila pe R cu f (1) = f/(1)
e) f este continua pe R si derivabila pe R cu f (1) = 2f/(1)

)

)
f) f este continua pe R gi derivabila pe R cu f (1) = —f'(1)

AM 82 Se considera functia f: R — R,

|z —1]
flo)=——".
Sa se studieze derivabilitatea functiei in punctul zo = 1 €i, in caz afirmativ, sa
se calculeze f'(1).

1 1
a) f este derivabila gi f/'(1) = — b) f este derivabila si f'(1) = ——

e e
c) f este derivabila si f'(1) =0 d) f nu este derivabila in xy = 1
e) f este derivabila i f'(1) =e f) f este derivabila si f/(1) = —e

AM 83 Se considera functia f : D — R, f(x) = Vsina?, unde D este
domeniul maxim de definiie. Sa se studieze derivabilitatea lui f in punctul
xo = 0. In caz afirmativ, sa se determine f’(0).

a) f este derivabila gi f/(0) = —1 b) f este derivabila si f/(0) =1
¢) f nu este derivabild in zy = 0 d) f este derivabila si f/(0) =0

1
e) f este derivabila si f'(0) = 2 f) f este derivabila si f'(0) = 3
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AM 84 S5a se determine parametrii reali a, b astfel incat functia f : R — R,

22 +a, dacax <2

flz) =
ar+b, daca x> 2
sa fie derivabila pe R.
a)a=4, b=0 b)a=3, b=0 c)a=0, b=0
d)a=0, b=4 e)a=4, b=1 fa=-1, b=4

AM 85 Se considera functia f: R — R,

i) e*(asinx + bcosz), daca x <0
€Tr) =
xvz? + 1, daca >0 .

Determinati parametrii reali a, b astfel incat functia f sa fie derivabila pe R.

a)a=1,beR b)a=b=0 c)aeR, b=0
d)a=1,b=0 e)a=b=1 fla=0,b=1

AM 86 Fie functia f : R — R, definita prin f(z) = |22 — 32 + 2|. S se
determine multimea D; a punctelor de derivabilitate ale functiei f.

a) Dy =R\ (1,2) b) D; =R\ {1,2} ¢) Dy =R\ {1}
d) Dy =R\ {-2} o) Dy =R\ {-1,-2}  £)D; =R\ (-2 —1)

AM 87 Sa se precizeze numarul punctelor unghiulare ale graficului functiei
fR—=R, f(x)=+In(z2+1).

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 f) 5
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AM 88 Fie functia f: D C R — R, definita prin

o= 221

Determinati domeniul maxim de definitie D si domeniul de derivabilitate D;.

a) D=D;=(—o00,—1)U(l,400) b) D= (—00,—1)U]Il,+00)
D; = (—o0,—1) U (1,400)
¢) D=D;=(—o00,—-1JU(l,40) d) D=R\(-1,1]
Dy = (—o0,—1)U (1, +00)
e) D=R\{1} f) D=D;=R\{-1,1}
Dy =R\ {-1,1}

AM 89 Fie functia f: R = R, f(z) = min {2, 2% 25 27} . Notam
A={x€R: fnueste derivabila in z}.

Sa se calculeze S = Z 2.

z€A

a) 1 b) 2 c) 3 d) 0 e) 4 f) 5

AM 90 Si se calculeze derivata functiei f : R — R, unde f (z) = (2* + l)xzﬂ.

a) 22 (22 + 1)" T In (22 + 1) + 1] b) 2z (22 + 1) T In (22 + 1)
o) z(z?+1)" ' ln (2% + 1) + 1] d) 22 [In (2% + 1) + 1]
e) 2z (22 + 1) [In (2% + 1) + 1] £) z (2 + 1)" i (22 + 1)

AM 91 Se considera functia f : R — R, f(z) = sin(1 — 2?) + V22 + 1. Si se
calculeze derivata functiei f in zq = 1.
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442 b)\/_—Q C)\/5—4
2 2

e) V2 f) —2++2

a)

AM 92 Fie a € R astfel incat functia f: R — R,

1 ——coszx

a) 0 b) 1 c) d) — e) V2 f) nu exista

AM 93 Legea de miscare a unui mobil pe o axa este exprimata prin relatia
s(t) = e"*cost (timpul este masurat in secunde). S& se determine acceleratia
mobilului dupa 2 secunde.

a) e 2 cos 2 b) 2e72 cos 2 c) 2e %sin 2
~25in2 -2 2
d) e %sin2 e) % f) %

AM 94 Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) =z + Inz. Sa se studieze
daca f este inversabila si, in caz afirmativ, sd se calculeze limita

L= lim e vf !(y).

y——00

a) f este inversabila gi L = oo b) f este inversabila si L =0

c) f este inversabila i L =1 d) f este inversabila gi L = e

1

e) f este inversabila si L = e~ f) f nu este inversabila
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AM 95 Se considera functiile f,, : R — R, n € N, unde fy(z) = e% si
fulz) = f1_1(x),¥n € N*. Sa se calculeze fy(x).

—2z

a) 0 b) ze™® c) ze
d) (z —1)e” e) (2z —3)e " f) (x —2)e"

AM 96 Se considera functia f : (0,00) — R, f( ) = e~2Im7l S5 se determine
m € R astfel incat functia ¢g : (0,1) U (1,00) —

1—
AM 97 Se considera functia f : (O, z) — R, f(z) = arctg,/ ﬂ,
2 1+ cosz

Sa se calculeze f'(x).

2 fa) =3 b F)=—— S = e
D f@) = ) () = 5 f) fa)=1

AM 98 Se considera functia f : R — R, definita prin
flx) = |2" + |2* — =] - 1].

Notam cu M multimea punctelor in care f nu este derivabila i S = > f.(z),
zeEM

unde f’(z) reprezinta derivata la stanga a functiei f in punctul z. Sa se
determine S.

a) —3 b) 0 c) 1 d) -1 e) 3 f)
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AM 99 Fie f: R — R o functie derivabila cu proprietatile:
f(h)

flz+y) = fl@) = fly) =5ay, Yo,y €R 51 lim == =2.
Sa se determine f(0) si f'(z), x € R.
2) £(0) =1, f/(x) = 5z b) £(0) = 0, f/(x) = 5u
c) f(0)=2, f'(x) =2x+5 d) f(0) =1, f'(z) =5z +2
e) f(0)=0, f'(x) =5x+2 f) f(0) =0, f'(z) =22 +2

AM 100 Fie a € (0,00) si functia f: (0,00) — R,

f(x):(:c+a)1n<1+£).

Sa se determine multimea valorilor lui a astfel incat functia f sa fie convexa.

a) (0,00) D) [L,00) <) Boo) d) @ e){%} f) [%1)

AM 101 Se considera functia f : (0, 4+00) — R,
Inz
, ¢#1
fo =g a1 7
1, r=1.

In cazul in care exista, sa se determine f'(1).

a) —= b) 0 c) 1 d) 2 e) nu exista  f) 3

AM 102 Fie functia inversabils f : R — R, f(z) = ¢* + 2 — 1. In cazul in
care existd, si se determine (f~!)'(e).

1 1 1
b - d ista f)ee+1
)0 C)e ) nu exista e)ee+1 ) e+
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AM 103 Fiefunctia f : R — R, f(z) = x+2012—2013 *°}/x. Sa se determine
ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x¢ = 1.
a)y=x—1 b)y=xz+1 c)y==z
d)y=0 e)y=1 f)y=2

AM 104 Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei f : R — R,
f(x) = 2* — 32% + 5z, in punctul de pe grafic in care panta tangentei este
minima.

5 11 5 11
a)y——§x+? b)y—éx—&—? c)y=3
d)y=x+2 e)y=2ax+1 f)y=—-2x+1

AM 105 Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei

4
fZ(0,00) — R, f([E) :Sin(fbg—l)——,
x
in punctul de abscisa x = 1.
a)y="Tr—11 b)y="Tzx c)y=11lz -7
d) 7y=2-11 e) Ty=x+11 fly=7Te—4

AM 106 Pentru ce valoare a parametrului real a dreapta y = ax — 2 este
tangenta la curba y = 23 + 42 ?

a) 1 b) —1 c) 7 d) 2 e) —2 ) 0

AM 107 Se considera functia f : [-1,00) — R, f(z) = Va+1 . Sa se
determine abscisa punctului situat pe graficul lui f in care tangenta la grafic
este paralela cu coarda care unegte punctele de pe grafic de abscise x = 0 si
T =3.
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AM 108 Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) = z — /z. S& se deter-
mine coordonatele punctului situat pe graficul functiei f in care tangenta la

grafic are panta egala cu 3"

a) (1,1) b) (0,1) c) (1,0)

d) (2,0) o) (% %)

AM 109 Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) = /xInz. S& se deter-
mine punctul de pe graficul functiei f in care tangenta la grafic este paralela
cu axa Oz.

a) A(1,0) b) A(e,/e) c) Ale™2, —2)
d) A(e™2,—2e71) e) A(1, —2e7 1) f) A(e?, 2e)

AM 110 Graficul derivatei unei functii f, derivabila pe [—8, 8], este dat in
figura urmatoare:

Sa se determine multimea valorilor lui m € R pentru care graficul functiei
f are exact doua tangente paralele cu dreapta y = mx.

2) @ b) R ) (—oo, —2)
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AM 111 Se considera functia f : R* — R, f(z) = er. Si se determine
multimea punctelor de inflexiune ale lui f.

) {—1,%} b) {o,—%} ¢) @
@ {-1) o {3} 0 {3}

AM 112 Se considerd functia f : R — R, f(z) = (2% — 1)(2% — 4). S4 se
determine numarul punctelor de inflexiune ale functiei f.

a) 1 b) 2 c)0 d) 3 e) 4 f) 5

AM 113 Fiea € (0,00)si f : (0,00) = R, f(x) = ax®—In . S& se stabileasca
numarul punctelor de inflexiune ale lui f.

a) 0 b))l ¢)2 d)3 e4 f) depinde de valoarea lui a

AM 114 Graficul derivatei unei functii f : [0,6] — R este afisat mai jos. Care
dintre propozitiile urmatoare sunt adevarate?

Py : f este strict crescatoare pe (0, 3);

P, : f este strict descrescatoare pe (3,6);

Py : f strict crescatoare pe (1,5);

Py : f strict descrescatoare pe (0, 1), respectiv (5,6);
P5 : f strict crescatoare pe (0,1);

Ps : f strict descrescatoare pe (3,5).

a)ngiP5 b)P1§1P2 C)P3§1P5
d)P3§1P4 e)P2§1P6 f)P1§lP6
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AM 115 Graficul derivatei unei functii f : [0,6] — R este dat la problema
AM 114. Care dintre propozitiile de mai jos sunt adevarate?

Py, : 2 =1 este punct de minim al functiei f;
P : x =5 este punct de maxim al functiei f;
P3 : x =1 este punct de maxim al functiei f;
Py : x = 5 este punct de minim al functiei f;
P5 : functia f nu are puncte de extrem;

Ps : x = 3 este punct de maxim al functiei f.

a)P1§iP2 b)P3 C)P4
d)P5 e)PG f)P3§1P4
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AM 116 Fie functia f : [0,6] — R, de doua ori derivabila, al carei grafic este
dat la problema AM 114. Care dintre propozitiile de mai jos sunt adevarate?

3);

Py : f este convexa pe

P : f este concava pe

’ I

3,6);
3,6);
0,3);
0,6);
0,6).

P, : f este concava pe

P : f este convexa pe

9 Y

0,
(
P3 : f este convexa pe (
(
(
(

Ps : f este concava pe

a)P1§iP2 b)Pg C)P4
d)P5 e)P6 f)P3§1P4

AM 117 Fie functia f : [0,6] — R, de doua ori derivabila, al carei grafic este
dat la problema AM 114. Care dintre propozitiile de mai jos sunt adevarate?

P, : f nu are puncte de inflexiune;

Py x =1, x =5 sunt puncte de inflexiune ale functiei f;
P5 : x = 3 este punct de inflexiune al functiei f;

Py : x =1 este punct de inflexiune al functiei f;

Ps : x =5 este punct de inflexiune al functiei f;

FPs : x =0, x = 6 sunt puncte de inflexiune ale functiei f.
a)P1 b)Pg C)Pg d)P4 e)P5 f)PG

ab
a+(b—a)et’
a,b si r pozitivi, numita functia logistica, modeleaza evolutia numarului de
indivizi ai unei specii. Sa se precizeze care dintre urmatoarele propozitii este
adevarata:

AM 118 Functia f: Dypax CR = R, f(t) =

cu parametrii

a) Dacab < a, atunci f este descrescatoare, marginita si isi atinge marginile;

b) Daca b > a, atunci f este crescatoare gi nemarginita pe Dyax;
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c) Daca b > a, atunci f este crescatoare, marginita si isi atinge marginile;

d) Daca b < a, atunci f este descrescatoare, marginita, dar nu isi atinge
marginile;

e) Daca b > a, atunci f este crescatoare, marginita, dar nu isi atinge mar-
ginile;

f) Daca b < a, atunci f este descrescatoare si nemarginita pe Dyyax.

AM 119 Se considera functia f : R — R, f(z) = Va3 —3z+2. S& se
determine multimea punctelor de extrem local ale functiei f.

a) {=1} b {0,1} o {1} d{-1L1} {12} 0o

1
AM 120 Fie f: (0,+00) = R, f(z) = =% S4 se determine punctele de
T

5 -

extrem local ale graficului functiei f, precizand si natura acestora.

1
a) (e,2e), minim local b) (e, 2—), maxim local
e
1
c) <\/E, 2—), maxim local d) (1/e,2¢e), minim local
e

1 1
e) <\/E, 2_(2)’ minim local f) <—, 26)7 minim local

(&

AM 121 §Si se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei
f:DCR—=R, f(x) = Va2 — 6z, unde D este domeniul maxim de definitie
al functiei f.

a){0,6} b)) {3} @ d) {0y e {6} 1) {1,6}
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AM 122 Se considera functia f : R — R,

ar+a—2

flo) = 2+ 1

)

unde a este un parametru real. Sa se determine a astfel Incat xy = 1 sa fie
punct de extrem local al functiei f.

a) 1 b) 2 c) —2 d) -1 e) 3 f) -3

AM 123 Se considers functia f : R — R, f(x) = (2% — 2z + 1)e®. Sa se
determine multimea punctelor de extrem local ale functiei f.

a) {-=1,0} b {0} {01} d{-11} e{l} Ho

AM 124 Se considera functia f : R — R, f(z) = /|z? — z|. Sa se determine
multimea punctelor de extrem local ale functiei f.

) {3} b) {0) ) 1)
d) {0,1} ¢) {0,5,1} £ o

AM 125 8Sa se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei
f " RR f(z)=(@—-D(-=3)(z—=5)(z—17).

a) {2,445} b) {4,2 £+/5} c) {2}
d) {4} e) {4,4+£+/5} f) {2,245}

3
AM 126 Functia f:(0,400) = R, f(z) = % — Inx are:
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a) un punct de minim local

b) un punct de maxim local

¢) doua puncte de maxim local

d) doua puncte de minim local

e) un punct de minim local si un punct de maxim local

f) nu are puncte de extrem local

AM 127 Sa se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei

[ R=R, f(z)= /|3 — 322 .

a) {0,3} b) @ c) {2}
d) {0,1,3} e) {0,2,3} f) {—1,3}

AM 128 Se considera punctele A(—1,0) si B(3,0). Daca C este un punct
variabil pe graficul functiei f : (0,3] — R, f(x) = xze™*, sa se calculeze valoarea
maxima pe care o poate lua aria triunghiului ABC.

1 2 4 12
1 b) 2 - d) - - f) —
) ) ) =R R
AM 129 FiemeRsi f: R =R,
mz + 1
o) ="a37

Sa se determine multimea valorilor parametrului m astfel ca functia f sa aiba
doua puncte de extrem local.

a) {—1} b) (—1,1) ¢) (—o0,—1)
d) (1,00) e) (0,1) f) R*
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AM 130 Se considera functia

T

e

FR\{-Z SR f@) =5 —.

Sa se determine punctele de extrem local ale graficului functiei f, precizand si
natura acestora.

a) (—1,e), maxim local b) (1, g), minim local
1

c) <—1, —>, maxim local d) (1, E), maxim local
e 3
1 .. .

e) (—17 —), minim local f) (1,e), maxim local
e

AM 131 Sa se determine valoarea minima a functiei

f: (0, g) = R, f(z) = 3tgz + ctgx.

a) V3 b) ) g H2v3  e4/3 Do

S

AM 132 Sa se determine punctul de minim al functiei

f:(0,00) = R, f(x) = (2% + 1)y/x — 12 arctg /7.

a) 2 b) 1 ¢) 0 d) 7 e) g f)

AM 133 Fie a,b € (0,00) \ {1}, a # b si functia
fR—=R, f(z)=a"b""" +b"a' "

Atunci:
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1
a) (5, 2\/@) este punct de maxim local al graficului functiei f

1
b) 3 2ab> este punct de minim local al graficului functiei f

, 2/ ab) nu este punct de extrem al graficului functiei f

=

Lo

N = N

,2ab> este punct de maxim local al graficului functiei f

@
~

TN

,2\/@) este punct de minim local al graficului functiei f

._h
SN—
N = o=

,V ab) este punct de maxim local al graficului functiei f

AM 134 Fie functia f : (0,00) — R, definita prin

e|1nz\

/()

41

Sa se determine numarul punctelor de extrem local ale functiei f.

a) 0 b) 2 c) 3 d)1 e) 4 f) 5

AM 135 Se considera functia f : R — R, f(z) = z + /|1 — 22| i multimile

E ={x € R: x este punct de extrem local al lui f},

respectiv

I={zxeR: (z,f(x)) este punct de intoarcere al graficului functiei f}.

Stiind ca |A| noteaza numarul de elemente ale unei multimi finite A, sa se

calculeze |E|V.

a) 1 b) 2 c)4 d) 8 e)9 f) 6
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e\ln\ajfZH

AM 136 Fie functia f : D C R = R, f(z) = 1
T

domeniul maxim de definitie al lui f. Sa se calculeze

S=> fl(x),

zeE

, unde D reprezinta

unde E ={z |z € D, z este punct de extrem local al lui f}.

AM 137 Fie g prelungita prin continuitate a functiei
10— |z + 1
V8l — a2

Sa se determine toate punctele de extrem local ale functiei g, precizand si
natura acestora.

f:(=9,9) =R, f(z)

81

a) 8 este punct de maxim local, —1 si 11 sunt puncte de minim local
: .81 .

b) —1 este punct de maxim local, 9 gi T sunt puncte de minim local
. . 81 .

¢) —1 este punct de maxim local, 8 si -3 sunt, puncte de minim local
: 1 .

d) —1 este punct de maxim local, T este punct de minim local

1
e) T este punct de minim local

f) —9 si —1 sunt puncte de maxim local, 11 si 9 sunt puncte de minim

local

AM 138 Sa se determine abscisa punctului din cadranul II corespunzator
distantiei maxime dintre graficul functiei f : R* — R, f(z) = zIn(z?) si axa

Ozx.

a) —1 b) —e c) —— d) —= e) —= f) —2
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AM 139 Concentratia unui medicament in fluxul sanguin la ¢ ore dupa ad-

ministrare este
13,6t

Clt)y=——
(t) (9,6t + 19,2)°

In cat timp este atinsa concentratia maxima Ch,., a medicamentului? Care

8
este durata de timp pentru care concentratia depaseste 9 din Chax?
. 8 .
a) tmax = 1 ore si C' > §Cmax pentru trei ore
. 8 9
b) tmax = 3 ore i C' > §Cmax pentru doud ore
. 8 9
) tmax = 2 ore gi C' > §C’max pentru doud ore
. 8 L o
d) tmax = 1 oresi C' > §Cmax pentru juméatate de ora
. 8 .
e) tmax = 2 ore i C' > §Cmax pentru trei ore

8
f) tmax =3 ore i C' > §C'max pentru jumatate de ora

AM 140 Sa se determine abscisa punctului de pe graficul functiei

234+ 22% + 1
(=2,0) = R =—
20 4R, @) = T
situat cel mai aproape de prima bisectoare.
3 1 2 2
D-V2 -l 9= d-3 o % £) —g

AM 141 Fie A punctul apartinand graficului functiei

f Hw) SR, f(@) = (x+%)

situat cel mai aproape de originea O a sistemului de coordonate carteziene
x0y. Sa se afle distanta de la O la A.
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7T 0% 9% 0%

AM 142 Un camion trebuie sa parcurga 100 km cu o viteza constanta v km/h
2

(cu conditia 40 < v < 70) consumand (8 + ;m litri/h de combustibil. Sa

se determine viteza pentru care costul este minim stiind ca goferul este platit
cu 30 lei/h si combustibilul costa 7,5 lei/litru.

a) 50 km/h b) 55 km/h c) 60 km/h
d) 65 km/h e) 70 km/h f) 45 km/h

AM 143 Sa se determine dintre toate numerele reale pozitive pe cel pentru
care diferenta dintre acesta si cubul sdu sa fie maxima.

V3 b % gY3 @23 o ? f)

Sl

AM 144 Sa se determine multimea solutiilor inecuatiei

x3 .
x—g—smxgo.

o (- 5.0) b) (~00,0] ) [0, )

d) [o, g) e) R £) Z

AM 145  Se considera functia f: R — R, f(z) = ¢® — . Sa se determine
multimea solutiilor inecuatiei f(z) —1 > 0.

a) (0,00) b) (—00,0) ¢) R\ {0} d) (1,00) e) (—oo,—1) f) @
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AM 146 Sa se determine cel mai mare numar real a cu proprietatea
2 +1>a+2Inz, pentru orice z € (0,00).

a) 0 b) 2 c)1 d) -1 e) 4 f) 3

AM 147 Sa se determine multimea valorilor parametrului m € R astfel incat

x+e*>mx+1, pentruorice x € R.

a) {1} b {2} {0} d){0,2} e) {0,1} f) &

AM 148 Sa se determine multimea valorilor parametrului real m astfel ca
ecuatia e® = ma? si aiba trei solutii reale si distincte.

) (~o0,0 b) {1} 0 (0.5)
(G G of

AM 149 Sai se rezolve inecuatia e + 13e~% > 14.

a) @ b) {0} ¢) [0, 00) d) (—o0, 0] e) R f) {1}

AM 150 Fie functia f: R — R, definita prin

-2
z , daca x # —3
f)=qo+3
0, daca z = -3 .
Sa se studieze monotonia functiei f.
a) f este crescatoare pe R b) f este crescatoare pe R\ {3}
c) f este crescatoare pe R\ {—3} d) f este descrescatoare pe R\ {—3}

e) f este descrescatoare pe R f) f nu este monotona pe R
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r—1

o . Sa se

AM 151 Se considera functia f : [1,00) — R, f(z) ==z

determine imaginea functiei f.

a) [0,1] b) [0, 00) ¢) R

d) [0, 10] e) [1,4] f)

AM 152 Fie P (t) = t3%¢~5 puterea emisi la descircarea unui aparat electric
la fiecare moment ¢ > 0 (puterea este masurata in wati si timpul in secunde).
Sa se determine la ce moment puterea va fi maxima.

a) 3 b) 15 ¢) 5 d) 20 e) 15 f) 25

AM 153 Fie triunghiul echilateral ABC' de latura a. Pe laturile BA si BC' se
considera punctele D, respectiv F/, cu BD = BE. Se pliaza triunghiul DBFE de-
a lungul lui DE, punctul B devenind B’, astfel incat planul triunghiului B’DFE
sa fie perpendicular pe planul initial al triunghiului ABC. S& se determine
volumul maxim al piramidei B'"ACED.

a3 b a3 a2 d a2 a3y/3 a3y/2

f
%) 36 TR s TR ) 5
: . T

AM 154 Fie functia f : [—5, 5} — R,

1 —cosx .

———  dacax #0

flz) =
0, dacaz =0

si propozitiile:
(i) f este continua, dar nu este derivabilé;
(ii) x = 0 este asimptota verticala la graficul functiei f;

(iii) y = 0 este asimptota orizontala la graficul functiei f;
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(iv) £/(0) = 31

(v) f este strict crescatoare;
2 2
(vi) Im f = [__,_] |
T
Cate dintre propozitiile date sunt adevarate?

a) 6 b) 5 c)4 d) 3 e) 2 f) 1

AM 155 Graficul derivatei unei functii f, de doua ori derivabila pe [—8, 8],
este dat in figura urmatoare:

Stiind ca acest grafic are exact 2 tangente orizontale, situate in punctele
(—4; f'(—4)) si (5;2,5), sa se determine numarul punctelor de inflexiune ale
functiei f.

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4 f) 5

AM 156 Pentru motociclisti, intr-un concurs de motociclete, este importanta
aflarea punctelor impuse schimbarilor de viraj, de la dreapta la stanga si de
la stanga la dreapta, pentru ca parcursul sa fie ideal. In ce punct de pe pista
un concurent trebuie sa schimbe pozitia de viraj a motocicletei de la stanga la
dreapta, pentru a avea un parcurs optim, daca traseul este descris de functia
f:[-4,4 — R, f(z) = —0,05-2* + 1,2 - 22 + 2, iar punctul de start este
S(—4, f(~4))?

a) (0,0) b) (0,2) c) (—2,6)

4) (2.6) ) (—2\/§, 4—6) f) (2\/5, @)
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1
AM 157 Fie sirul (x,,) definit prin z; = T Tpe1 =In(l+2,),n > 1. Sa
e pa—
se calculeze lim /z,.
n—oo
1
a) 0 b) — c) 1 d)e e)e+1 f) oo
e

AM 158 Se considera functia f: R\ {1} — R care satisface relatia

T —2 T+ 1
2f<:c+1)+f<x—2>:x

pentru orice x € R\ {—1;2}. Sa se calculeze limita girului cu termenul general

1 *
an:f(n)(_l),nEN,
unde f (zy) semnifica derivata de ordinul n a lui f in .
2
2) 0 b 1 ) 2 Q) e)g £) o

AM 159 Fie functia F': R — R, F (x) = (32% — 6z) /2. S& se precizeze care
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata:

a) F este o primitiva a functiei f: R = R, f (x) = (62 — 6) ¢z

b) F este o primitiva a functiei f : R — R, f () = (2* — 322) V22

¢) F nu este o functie derivabila pe R

d) F este o primitiva a functiei f: R = R, f (z) = (Tx — 8) J/x

e) F este o primitiva a functiei f: R — R, f (2) = (T2 — 8) Va2

f) F este o primitivd a functiei f: R — R, f (z) = (2® — 32%) J/z

AM 160 Fie functia F' : R — R, F (z) = x|z —1|. S& se precizeze care
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata:
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a) I este o primitiva a functiei f: R — R, f (z) =

b) F' este o primitiva a functiei f: R - R, f (z) = % |z — 1]
c) F este o primitiva a functiei f: R — R, f (z) = |22 — 1

d) F este o primitiva a functiei f: R > R, f(z) =2 |— —x

e) F' nu poate fi primitiva a niciunei functii f: R — R

f) F este o primitiva a functiei f: R =R, f(z) = |z — 1| + =z

AM 161 Sa se determine multimea primitivelor functiei f : R — R,

20 +e ", <0
14+ze*, x>0.

c) / f (z) dx = @ deoarece f nu este primitivabila

d)/f(x)d:c:{ R .

T + e, x>0
)/f() 22 —1—e77, <0 c
e x = +

r—1)(1+e€"), >0

(
(12 =2)—e®, <0
f)/f(x)d {(x D), as0 ©
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AM 162 Sa se determine valorile parametrilor reali a, b, ¢ pentru care functia
F:R =R, F(r) = ax+ (br?+c) arctg z este o primitiva a functiei f : R — R,
f(z) = x arctg x.

1 1 1 1 1
a)a——i,b—C—é b)a—b—é,C——é c)a-b-c-—i
1 1 1
d)a=b=c 5 e)a=c 2,b 5 Ja=b=c

AM 163 Sa se calculeze

2 3
a) 2z —1)e2+C  b) %e—% +C ) <% - %) e 4 C

2 3
d) (1-2x)e > +C e) —%6_29” +C f) <—2i + x2> e +C

AM 164 Sa se calculeze

/(21’ — 1) cos 2zdx.

1
a) xsin 2z + 3 (cos2x —sin2z) +C  b) 2z cos2z — (cos2z —sin2x) +C

1
¢) xsin2x + 2 (cos 2z + sin2z) + C d) L cos 20 + 5 (cos2x —sin2z) + C

2
1
e) xcos 2z + (sin2z — cos2z) +C f) gsin 2z + 3 (sin 2z — cos2z) + C
AM 165 Fie I, = < dzr, r € (0,400), unde n este un numar natural
:L:TL

nenul. Care dintre umatoarele relatii este adevarata?



PROBLEME DE ANALIZA MATEMATICA 249

er 1 er

a) I = 5 — 5h b) 3= = — I
¢) [3:_%<1+%)+%h d) 213_;—2—§12
¢) 3_36;2_§[2 f)l3_36;3_2€_;+%f2
AM 166 Fie I C (—o0,1) un interval si functia f: I — R,
1= s
Sa se calculeze/f(x) dz.
a)%ln(1_x)_%1n(5—x)+c b)lzlln(5—x)—§lln(1—x)+c
C)%lni:?—i—c d)%lnﬁ—l—c
Q) Tinfr 1|~ JIn(5—2) +C ) L in(1—2) ~ Tinfe— 5] +C

AM 167 Sa se determine familia primitivelor functiei f : R — R,
ar +b
f(@)

:m, QE(0,00), bER*

1 1
a) F(z) = % In(a?z? + b?) + 7 arctg% +C

1 1
b) F(x) = % In(a?z? + b?) + - arctg% +C

1
c) F(x) = % In(a?z? + b?) + % arctg% +C

b b
d) F(x) = - In(a?z? + V) + - arctg% +C

1 1
e) F(x) = - In(a?z? + b?) + - arctg% +C

b b
f) F(z) = % In(a?z?® + b?) + " arctg% +C
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AM 168 Fie functia f: R — R,

1
J(@) = 22+ (z—1)2°
Sa se determine acea primitiva F' a lui f pentru care F(0) = %

T om
a) F(x) = arctg(2x — 1) + — b) F(z) = arctg(2x — 1) — —
24 24

o7 T

¢c) F(z) =In(2z — 1) + — d) F(z) = arctg(z — 1) + —

24 12

us o

e) F(r)=In(z — 1) + 1 f) F(x) = arctg(z? + 1) + 51

AM 169 Se considera functia f : (0,00) — R,

20 — 8 — a2
@) = xt + 423

4
Sa se determine acea primitiva F' a functiei f care verifica relatia F'(5) = —
r+4 -1 8 3V5 z+4 -1 6 3V3
In / - — =2 b)) - .|
a) In T x2 +25 17y ) In x3 z2 +25 75
4 2 4 -1
zHd ot 8, 3V5 T LR
x z+1 5 5 x x2 5

T r—1 6 3v3 T z—1 1 35
In,/— +5—— 4+ — —In2=" \ln,/[—— -~ 4 — —In"
e)n\/x+4+ 22 o5 Ty )y T ey I

¢) In

1
AM 170 S& se determine multimea primitivelor functiei f(z) = —5z——
z +z
pe un interval I C (0, 00).
hl(l +IL’2017) 111(1 —|—IL’2017)
ny——=+4C b) 1 ————~+C
a) Ine 2017 et =gyt
1 2018
¢) Inx + In(1 + 2%'7) - 2017 + C d) lnm—%—l—c
In(1 4 22°17) Inz  In(1+ 22017)
-1 ——— 2+ f - C
i LA ) 2018 2017
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AM 171 Sa se determine multimea primitivelor functiei f : R — R,
20 +1

Va2 —6x +10
a) \/xz—6x+10+ln‘aj—3—\/x2—6x+10|+C

2
b) ?arctg\/yc2 —6x+10+C

2(x—3
c) %ln\/az?—6x+10+c

2
d) 795\/952 “6r+10+C

) 2V22 — 6z + 10+ 7In (z — 3+ V22 — 62 + 10) + C
f) 2v22 — 62 + 10 + 7In (z + V22 — 6z + 10) +C

f ) =

N

AM 172 Fie I C (0,00) un interval si functia f: 1 — R,
1

R

Sa se calculeze /f (x) dz.

a) 2/ —3Yx + 6t —6In(Yr +1)+C
b) 3vr —2yx + 6z —In(Jr+1)+C
¢) 2y/r+3Yx —6Yr +6In(Yr+1)+C
d) Ve + Y+ Jr—6In(Yz+1)+C
e) 2/ +2¥x +3¥r —3In (JYx+1)+C
f) 3z +2y/x — Yo —In(Jr+1)+C

AM 173 Fiea € Rgifunctia f: R — R,

f(z) = 2°/ (a3 + 23)2.

Sa se determine familia primitivelor functiei f.



252 CULEGERE DE PROBLEME

1, °
a) §’5/ (a® + 23)8 — %\3/(613 +a3)> +C
3, s e
b) S/(@ 0 - = /(@ + a7 +C
1, Y oy
c) 5«3/(a3 + x3)5 — %{‘/ (a3 +23)34C
1, P e
d) 53/ (a3 + x3)8 — %\d/ (a3 +23)54C
1 ? ,
e) 5«3/(a3 + 23)8 — %\3/ (a3 +23)54+C
D, — 3a?
) > 3/ (a® + 29)8 — g 3/ (a® + 23)5 +C
AM 174 8Sa se determine multimea primitivelor functiei f : R — R,
2—¢"
T =ayas
2 -1 2 2
a) —arctge® ! —In(e** +¢*) +C
e
z—1 1 2z 2
b) 2arctge —§ln(e +e’)+C
2 ol 2(x—1
c) —arctge® ' — §ln (2D 4+1)+C
e
d) 1arctg e — lln (2D +1)+C
e 2
1
e) 2arctge® !t — 3 In (€2 4 €2) +C
2 2(z—1)
f) Zarctge” —In (e2* D +1) +C
e

AM 175 Fie functiile* :

ch: R — R, Cth% si respectiv sh : R — R, shx:%

4Functia ch se numeste cosinus hiperbolic, iar functia sh se numeste sinus hiperbolic
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Sa se determine primitiva F' a functiei f : R — R, f(z) = ch? z - sh? z, care
verifica relatia F'(0) = 0.

et el o T 1
—_—— == ——+—sh4
Y1 61 3 TR LR
6490 e 4 1 1
— = 2 —— 4+ =ch
C)64 64+x d) 4+4cx
6290 e 2 3.’L‘ 1 e4z €—4$ 621: e—2z 5
) 4=+ — == f) — + + =+ o

AM 176 Sa se determine familia primitivelor functiei

T 3T 1
=, —] =R = .
/ (2’2) » f@) cos T
1+ cosx 1. 1+sinz 1 1+tgx
In—+¢C b) —-lIn———+C —In|————|+C
2) nl—sinx+ )2n1—sinx+ C)Znyl—tgaﬁ *
x
: I+tg -
1, 1 1+t
Q- e gm|——21e pml—2f ¢
2 1—cosx 1—tg = 1—tgx

2

AM 177 Sa se determine familia primitivelor functiei

1

@) =t 1

m T
intervalul [ — (—,—).
pelnervau 6 4

x 1+tgx 1 1+tga
Flz)==4+1In,/——— b) F(x) =t -1
a) F(x) 2+n\/1_tgx+0 ) F(x) gz+ I 1—tgm+c
1—tga
Flx)=2x+In,/—————+C
c) F(x) x+n”1+tg:c+

tgxr—1 1
F(z) =z +1 ‘ ‘ c ;) F(z) = —% 4 = ’
¢) F(z) Sl Frgra g ) F(z) SR el P

) F(x) :xQ—i—ln‘L Lc
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AM 178 Fie a € R*. Pentru orice n € N se definegte

1
S
v a? + x2

Care dintre urmatoarele relatii este adevarata?

I, = x € (0,00).

1 Va2 + x? 1 Va2 + x?
a) 9 — —5 —77—— b)]g—— —8[7——
8a? 8 9a?2 x8
1 2 2 1 2 2
on= L (s, YeEZ 05— L (a1, YOHT
9a2 x8 Ta? 8

AM 179 Pentru orice n € N se definegte

I—/ ull dx
! Vitaz

Sa se exprime Iygi7 sub forma Iyg7r = a 221y/1 4+ 22 + b Ih15, a,b € R si sa
se precizeze care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata.

a)a=">b b)a—b=1
¢) a-b=2016 d) a = 2017b
e) a+b=—-2015 f) # a,b € R care sa verifice relatia

AM 180 Fie a € (0,00). Pentru orice n € N se considera

Atunci:
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a) 5l5 = x'v/a? — 22 — 3ad’I3
c) 515 = 42*va? — 22 — 3a®13
e) I5 = 42*Va? — 22 — 5a’13

AM 181 Sa se calculeze
¢ 14+2Inz

J

2
b) In 9e”
32

82

27

a)3In2+3In3 +2

d) 2In2+4+3In3+1 e)

AM 182 Sa se calculeze

z(2+1nz)

b) 515 = —x*Va? — 22 + 4a®I;
d)I5 = 2*Va? — 22 — 2d°1;
f) 415 = 2*v/a2 — 22 — 3a’I3

X.

1
/ e 3% cosx dz.
0

3(1 -3 2(1 2
a) (1+e™) b)m
9 4 72 4 + 72
1 3 2(1 3
d)i e)ﬂ
4 4 72 9+ 72
1 3
. r—x

AM 183 Sa se calculeze / 1 dzx.
o z*+1
m In2 m In2
r_-° b) = — —=
175 )37
In2
d) 2mr —4In2 e)z_n_
2 2

1+e3
9+ 72
3(1+e73)
4 + 72

1 2
AM 184 §Sa se calculeze / 496— dx.
o T + 4
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arctg 3 —Inb arctg 2 —In 2 2arctg 3 —1n2

2) 8 ) 1 ) 1
2arctg 2 —1nbd arctg 4 —1n 3 2arctg 4 —In 3

) 8 ) 8 2 1

AM 185 Sa se calculeze / (2x + 1) Inx dx.
1

1 1, 1
_ - ) L2
a)2(e+3) b)3(e+ ) 0)2(6 +3)
I, 1 1
~ (€2 —2 “(e— )= (e +1
Q) 5 (@~ 2) &) 5 (e=3) )3 (& +1)
2 45
AM 186 Sa se calculeze dx.
e /0 V14 23 .
40 10 50 20 10 40
AM 187 Sa se calculeze /4 da
Z s Te—
1 (=1 Ve
1.5 9 5 1.9
—In— In = In = —In- f
a) V5 b)2m2 c)n2 d)n2 e)2n5 ) 3v/5
— . el < V3
AM 188 Fie a € R* i functia f: R - R, f(z) ={ 3+7 .
0, 2| > V3
Sa se calculeze F'(1) — F(0), unde F(z) = / f(t)dt.
am
a) 0 b) 1 c) av/3 d) 2a e) 2av/3 f) —
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27
1
AM 189 Sa se calculeze —— dux.
/7 T+ 2x—5
10 2 17
a) In == arctg 3% b) In 5 arctg 6 + arctg 3
17 2 10 9
¢) In 5~ arctg 9 d) In e arctg %
34 34 4
e) In — — arctg 4 + arctg 2 f) In — — arctg =
7 ! 3
1
AM 190 Sa se calculeze / |x| arcsinz dx.
-1
a) —— b) —1 o)1 4=z e) 0 £)
2 2
1
AM 191 Sa se calculeze / |z| arcsin® z du.
-1
m 2 s 1 =« 2 1 T 1
L L ) s T - pl_=
?) 3 ) 93 )37 9% 73 Pi3

AM 192 Sa se determine valoarea parametrului a € (0, 00) pentru care

a 1'4
/ dx = 20000.
_o 1 +e”

c)e d)1 e) 10 f) 100

1024 _
AM 193 Sa se calculeze / (2017 — z) dzx.
o In[15052 — (512 — z)?]
a) 2017 b) 993 - 2017 c) 1024 - 2017
993 - 2017
d) 512 e) ————— f) 993 - 1024

2
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3
AM 194 Sa se calculeze / z[z]dr, unde [a] reprezinta partea intreaga a
1

numarului real a.

a) — b) — c) — d) — e) 4 f) 5

AM 195 Fie m € (0,00) si functia f : [0,1] — R, f(z) = [mz], unde [a]
reprezintd partea Intreaga a numarului real a. Sa se determine constanta m

1
3
pentru care / f(z)dx = 7
0

a) 1 b)% c)z d) 2 e) 4 f) 8

a

AM 196  Sasestudieze daca exista a € (0, 00) pentru care / [z] de = —82,

—a
unde [z] reprezinta partea intreaga a lui x. In caz afirmativ, sa se precizeze
valoarea parametrului a.

a) nu exista  b) 40 c) 41 d) 81 e) 82 f) 164

AM 197 Sa se determine multimea valorilor parametrului m € [—2, 3] pentru
care

/3 (x+|m —z|)dr = 9.

2

2) {—%,2} b) {0,1} ) {;g}
a) {—2,%} e) {—%%} £) {13}

1
AM 198 Sa se calculeze / (1 —|z|) dz.
-2

a) 1 b) 2 c) d) —= e) —2 f) 0

1
2 2
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AM 199 Sa se calculeze

[ et =1

1 1
b) 1 2 d) = -1 f) —=
2) 0 ) 0 Y )=
AM 200 Sa se calculeze
2 1
/ min {sin x, —} dx.
0 2
T ™ 3 T 3
VG Hve D52 I3+3
6 —3v3 3+3vV3 2
d) T+6-3V3 ) T+3+3V3 £) 51
6 6 3
AM 201 Sa se calculeze
/ min{sinz, cosx} dz.
0
2
a) v2 b) 1—+/2 c)0 d) 27 63)\/7§ f)\/T_

AM 202 Sa se calculeze

T T 1 T

T T 1 T—1

—+1 - — = f
g+ )31 ) 1
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AM 203 Sa se calculeze

3 1 d
/ﬁ, (@292

a)w—3\/§ b)w—?)\/§+3 C)w—3x/§+6
324 648 648

)7r+3 0 6v3 —3 f)w+3\/§—6
648 648 324

AM 204 Se considera functia inversabila f: R — R,

—x3 + 222 — 5+ 8

f(z) = 247

8
7
Sa se calculeze / f'(y)dy , unde f~! reprezinta inversa functiei f.
1
2

a) 1+ lng — G—farctgg b) 1+ lng — garctgg
c) 1+1n§ d) —1—ln§+arctg§
e) 2+ arctgg )0

AM 205 Pentru orice a € R se considera

3 dx
I(a) = _
(a) /1 |z —al+1

Sa se calculeze lim I(a) .
a—r 00

a)0 b) oo c) 2 d) In3 e) 1 f)

N =
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AM 206 Sa se calculeze

/72r 2sinx 4+ cosx
—— dx
= sinx + 2cosx
T 9 9 T 3 9 ™ 3 9
—+ —In— b) — 4+ —In— —+ —In-
Y3+ M RRTR )53
2T 10 . 2 T 10. 9 ™ 3.9
d) —+ —In- —+ —In- fy =4+ -In—
)5 T3y )t ng )5 +ing
AM 207 Sa se calculeze
/ Tsinx I
0o 3+cos?x
2 2 2 3 2 3 2 3
A bl o) = d)ﬁ\/_ e)ﬂ\/_ f)”‘f
4 4 \/§ 6 12 18

AM 208 Fie a € R. Sa se calculeze

/’T cos § g
X .
77T1_|_6aw

/Bde:ln(l/g.

sinx cos x
1 1
a) 2 b) 1 c)m d) V3 6)5 f)§
|
AM 210 Sa se calculeze / — dzx.
z tg“x
23+ 7 6vV3 —m 3V3+ 7
a) ——— b) —— ¢) ——
6 2 6
5v3 — 4+/3 — 5v/3
Q) \/_3 s 0 \/_6 s f \/_2+ ™
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AM 211 Sa se calculeze

™
/ cos? 2z sin 2z dz.

e) —— f)1

AM 212 Sa se determine valoarea parametrului a € (1,00) asa incat

a+cos2x 8

/g dx ™2
0

a) V2 b) 2 c) 3 d) - e)g f) 4

AM 213 Fie sirul de integrale

jus

2
In—/ sin"x dx, n € N.
0

Sa se calculeze produsul nl(n)I(n — 1) pentru toate valorile lui n € N*.

nm T T nm m(n+1)
il z py AT
%) 3 Domomy 97 Y3 e ) =
AM 214 FieneN'si f:[-1,1] = R,
sin (n arccos ) 2] < 1
fly=q Vi-e ,
n (sign )" , =1

1
unde sign reprezinta functia semn. Sa se calculeze / f(z)dz.
-1
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a) % b) cosg c) Lt (n—l)”
) LD o) (~1)cos - £) 0

n

AM 215 Sa se calculeze

In2 In3
/ * d$+/ T dr.
o lte™™ m2 1—e™®

¢c)ln2+1In3
f) In2+2In3

b) In2+4In3
e) 3lIn2+21In3

a) In21n3
d)2In2In3

AM 216 Sa se determine numarul real m pentru care are loc egalitatea

/01\/1+{”/§dx—m/12(:13—1)2\/§dx.
2

a) 3,5 b) c) 3 d) 1,5 e) 1

AM 217 Sa se calculeze lim I(a), unde

a—o0

/ ! d t i € (1,00)
—— dx, pentru orice a ,00).
2+r+1

a)

277\/§ T 27r\/§ 7T\/§
3 Py 95 ImE e

AM 218 Sa se calculeze

lim eV du.
a—oQ 0
1
a) 5 b) 2 c) V2 d) 4 e) oo

£) 1

£) 2,5
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AM 219 Sa se calculeze

1 1 2
1 - — — f) In2
a) b) 5 c) 2 d) 5 e) 0 ) In
AM 220 Fie F:R - R, F(x) = / ————— dt. Atunci:
. 2+sin”t
a) I este crescatoare b) lim F(z) =0
T—00
c¢) F este functie para d) F este descrescatoare
e) F(1)=0 f) raspunsurile precedente sunt false

us

3
AM 221 Sa se calculeze [ :/ sin(101z) - sin® x dz.

us

o

V3 V3 V3
a)—Y° by — Yo Q) ——Y°__
100 - 2101 101 - 2100 100 - 2101
3 1 1
d) VB e) —— f) ——
101 - 2100 2101 10100

AM 222 Se considera functia continua f : R — R astfel incat f(2z) = 3f(z),

pentru orice x € R. Daca
1
|t =1,
0

sa se calculeze
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1 1
AM 223 Sa se calculeze lim + +
n—00 (\/n2+n Vn? + 2n
a) 1 b) 0 ) V2
2
d) 2v2 -2 e) 22 f) %

AM 224 Sa se calculeze limita girului cu termenul general

a - COS<E+1>+COS Z—O—2—7T +“‘+COS(Z+E>
" 3n 6  3n 6  3n 6 3n/|°
3 1 1 1
a) m b); c)§ d)§ e);ln?) f) In2
AM 225 Sa se calculeze
m ("
nsoo \n?24+1  n?+4 n?+n?) "’
T 3 2 T T
AM 226 Sa se calculeze
3n 1
li e
nﬂﬁo;g(mk) —2
3 1 2 1
a)§ b)2+1n3 c)§1n3 d)§1n2 e)gln2 f) oo
1
AM 227 Sa se calculeze lim n - /:v”e”f2 dzx.
n—oo
0
1 e
a) 0 b)§ c) 1 d)§ e)e f) oo

=)
m2)
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n—oo

1
AM 228 Fiea € (0,00). Sa se calculeze lim (n + 1)/ 2"e " dx.
0

a) e’ b) e ¢) 1+ ae? d) e e) e f) 1 — ae?

AM 229 Un mobil porneste de pe loc si se deplaseaza in linie dreapta timp
de T minute, T' > 1, numar intreg, cu viteza

t , 0<t<60
v (t) = 1
60 + — sinm (t —60) , 60 <t < 60T
T

masurata in metri/secunda. Sa se calculeze a;, acceleratia atinsa de mobil la
un minut de la pornire, si d, distanta parcursa in cele T' minute.

a) a; =607 m/s? si d=1740—T m

o

a; = 2T m/s* §i d = 1740 + 60T m

¢) ap =607 m/s* si d=1800—T m

D

) a
)
)

d) a; =2T m/s* si d= 1800+ 60T m
) a; =1m/s* si d=1800(27 —1) m
)

f) a; =1 m/s* si d= 1800+ 607 m

AM 230 Variatia sumei depuse intr-un cont bancar de-a lungul unui deceniu
este descrisd de functia® S : [0,10] — R,

t2
S (t) = 2000 — 10t - exp (5 — §> :

Sa se stabileasca la cati ani (notatie: tny,) de la initierea contului depozitul
atinge valoarea minima Sy, si care sunt valorile S,,;, si respectiv S,,4, unde
Sma este valoarea medie a functiei S in acest interval de timp.

8) b = 3 ani, S = 2000 — 2041/, Spq = 20e2 — 20€® + 2000

5Notatia exp este folosits adesea pentru functia exponentiald cu baza e (baza logaritmului
natural); prin urmare functia exp : R — R este definita prin exp (z) = €.
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D) tmin = 2 ani, Sy = 2000 — 18¢%\/€, Spq = 18¢2 — 18¢° + 1800

fimin = 3 ani, Spim = 1800 — 20e\/e, Spg = 18¢3 — 18¢% + 2000

o

o,

toin = 2 ani, S = 2000 — 20€*\/€, Spg = 20e3 — 20€® + 2000

)

)
)
) tmin =5 ani, S = 1800 — 18¢\/€, Spa = 18¢2 — 20¢® + 1800
)
f)

Toate raspunsurile precedente sunt gresite

AM 231 Graficul unei primitive F' a unei functii continue f : [-2,2] — R
este dat mai jos.

F:[-2,2] - R

Cate dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

(i) F(1) = £(1) (i) f(1) = F(1) (iif) / f(a)dz = 3

(i) f(F(=2) >0  (v) f(z) <0,Yz € (~1,1)

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4 f) 5



268 CULEGERE DE PROBLEME

AM 232 5a se determine aria subgraficului functiei

x+1
10,1 R = .
FrO=R f@) =
1 1 1
a) ln—6 b) 2—ln—6 c) 1—1n—6
9 9 9
d) lng e) 1—ln3 f) 2
16 16

AM 233 Sa se determine aria multimii marginite cuprinse intre

22 +3 . 5
= iy=2.
4 T+ 3 sy
a) 12 — 31n3 b) 12+ 31n3 ¢) 16 — 3In3
d) 16 — 121n3 e) 16 — In12 f) In 12

AM 234 S5a se calculeze aria domeniului marginit ce este cuprins intre para-
bolele

y=22>+5x—-3siy=6—2z— 2>

AM 235 §Sa se determine aria domeniului marginit delimitat de parabola
y? = 10z si dreapta y = bz.

By Wi 9y Ao o
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AM 236 Graficul unei functii de doua ori derivabile f : [a, ] — R este afigat
mai jos.

Care dintre urmatoarele propozitii sunt adevarate ?

A;: Exista o functie constanta g : [a,b] — (0,00) astfel incat aria subgrafi-
cului lui g sa coincida cu aria subgraficului lui f]

Ay Exista cel mult un punct zy € (a, ¢) cu proprietatea ca f'(zg) =0

As: /acf(:z:) dr = Q/be(:n) dx

Ay: Punctul xg = b este punct de inflexiune pentru f

b b
As: Functia f : [a,c] — [a 5 ,Ta} este surjectiva
c b—a 2
A [l o> E5Y
a) Ay, Ay, As i Ag b) Az si As c) Ay, Az, Ay si As

d) toate e) Ay gi Ay f) As, A5 i Ag
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AM 237 Sa se determine volumul corpului de rotatie generat de graficul

functiei
f:10,6] = R, f(x) = V7 — 22 + 6.
1 o1
a) m (3\/5 + 12 arcsin Z) b) © (3\/7 — 12 arcsin Z)
.3 3 .3
c)m 37 + 16 arcsin 1 d) 7 {In 1 + 16 arcsin 1

e)m (3\/7 +1In Z) f) (7\/5 — 16 arcsin g)

AM 238 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei
Oz a graficului functiei

f: [0, 3;] — R, f(x) =xcosz.

47* 372 I, 9 7t 3n?
oo 0on - 9 ro_ o
a) 5 5 b) e (37% + 2) c) G 1
9r* 372 3 8t 372
q) 222 e) 2r2 (72 — 2) fy 2o 2
16 8 8 9 8

AM 239 §Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei
Ox a cercului de ecuatie z° + (y — 2)? — 1 = 0.

AM 240 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei

22 P
Oz a elipsei de ecuatie 9 + i 1=0.

a) 12w b) 107 c) 167 d) 1272 e) 107> f) 1672
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AM 241 Sa se determine parametrul real m aga incat volumul corpului
obtinut prin rotirea graficului functiei

FiL2 5 R, @) =2(e-2),
x
in jurul axei Ox sa fie egal cu volumul unei sfere de raza 1.

a) 3 b) 2 c) —1 d) —2 e) 4 f) —3

AM 242 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei
Oz a graficului functiei

VIn(1+2)

1,3 =R, f(z) = ——=.

T
5 4 3T
a) mln — b) 7ln — c) —
)7l )7l )
47 3 2

d)% e)wln% f)wln%

AM 243 Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei
Ox a graficului functiei

T —2
1,3 5 R, f(z) = — 2.
f+1,3 F@) ===
5 13e
a)7T1111—3 b) 371'111? C)?TIHE
5e 13 5e
d) 37TIHE e) 277111% f) QWIHE
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AM 244 Fie functia f : [0,2] — R, derivabila de doua ori, al carei grafic este
dat in figura de mai jos. Tangenta la graficul acestei functii in punctul de infle-

xiune (1, 1) trece prin punctul de coordonate (2, g) . Céte dintre urmatoarele

propozitii sunt adevéarate?

, A

Q
(R S —
(R
b
b
=




ANEXE

Subiectele date la admitere
in anii 2014-2024
cu rezolvarile

integrale



SESIUNEA: IULIE, DATA 22.07.2014 A

1.(8p) Fie ecuatia v/2 — z + /& + 7 = 3. Sa se determine suma modulelor
radacinilor ecuatiei.

a) 1 b) 29 c) 36 d) 25 e) 37

2014 1 7
E = 1+ = ENE?+ 1) .
; <+i>; (k* 4+ 1)

a) 2014! b) 2014! — 1 ¢) 2015! d) 2015! — 2 e) 2016! — 2

3.(8p) Fie matricea A = (a;;); =123 cu elementele date de
(—1)", daca i = j,
Q5 = (—1)i+jcji», daca t < j,
0, daca ¢ > j,

unde C; reprezinta combiniri de j luate cate i. Sa se calculeze A~

1 -2 3 12 3 -1 2 -3
a)[ 0 1 -3 byl 013 of o -1 3
0 0 1 001 0 0 -1
12 -3 1 -2 -3
o1 3 )0 1 -3
00 1 0 0 1

4.(7p) Se considera grupul (M, -), unde

M:{A(m):<é T),mez}

si 7 -7 este operatia de inmultire a matricelor. Sa se determine simetricul
elementului A(2014).
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a) A1) b)A(0) ) A(-2014)  d) A(-1) e”‘(ﬁ)

5.(9p) Se considera polinoamele

f=(X —2014) (X —2016) si g = (X —2015)""* + X — 2001.
Sa se determine restul impartirii lui g la f.

b) X —2000 c¢) X —2016 d) X —2014 e) X -+ 2016

a) X +2014
.. 9 ™ .. 7. a
6.(9p) Stiind ca a € (0, Z> sl sina + cosa = 5, s se afle tg 3
1 1 1 1

7.(7p) Dreapta d : 2z + y — 2 = 0 intersecteaza axele de coordonate in
punctele A si B. Sa se determine coordonatele punctului C' astfel ca punctul
(G(3,2) sa fie centrul de greutate al triunghiului ABC'.

a) (8,4) b (1, %) (3.5 d) @ %) ¢) (6,2)

8.(9p) Fie functia R — R, f(z) = z arctg x. Sa se determine asimptotele

la graficul functiei f.

a)y:gx—l b)y:gm—l,y:—gz—l c)y=——x+1
d) nu exista e)y=——z+1,y=—-c+1

9.(7p) Fie f : D = R, f(r) = Vsinz?, unde D este domeniul maxim
de definitie. Sa se studieze derivabilitatea lui f in punctul xg = 0. In caz

afirmativ sa se determine f'(0).
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a) f este derivabila in o =0 si f/(0) = —1
b) f este derivabila in zy =0 si f'(0) = 2
c) f este derivabila in o =0 i f/(0) =1
d) f nu este derivabila in zq =0

e) f este derivabila in xy =0 i f/(0) =0

10.(10p) Se considera functia f: R — R,

ar +a—2

flo) = 2+ 1

)

unde a este un parametru real. Sa se determine a astfel incat functia sa aiba
un extrem in punctul z = 1.

a) —2 b) 1 c) —1 d) 3 e) 2

11.(9p) Sa se calculeze
0
/ |42* — 11x — 3|dx.
-1

435 135 221 d 37 231

*) 35 ) 35 ) I5 ) % °) I8

12.(7p) Calculati aria cuprinsa intre graficul functiei f : (0,00) — R,

f(x) = xln®z, axa Ox si dreptele x = — si = = e.
e

2

e 5 e? 5 e? 3
-2 b) — — 2 2
) 5 T e )T~ 12 )5 iz
e? 7 e2 5
V112 % aa
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SOLUTII AC+ETC 2014

1. Punem conditia de existenta x + 7 > 0 i obtinem z € [—7,400).
Notam /2 — 2 =u si Vo + 7 = v si atunci avem 2 — 2 = u3 si 2 + 7 = 02,

de unde obtinem sistemul

w402 =9
u+v=3

cu solutiile uy = 0, v1 =3, uz =2, v2 = 1, u3 = =3 si v3 = 6, adicd ; = 2,

T9 = —06 g1 x3 = 29.

In concluzie, suma modulelor radacinilor ecuatiei este

)
S
=
~

N .
2l
=

N
HY
= =

—N— A —A— N N N ——

(]

N s
2l
S

(]

N <.
2 |l
=

(]

N .
2
= =

(]

N .
=g
= =

s
Il
A

—_

+
SN

N———

—_
_l’_

—_

+
S| =

'—‘/\/}_‘\/_\/_\
~_

1

]

~.

—_
+

+

_l’_

_l’_

~.

1

| =

N———

o~
Il

~

S| =

N——

<.

k=1

-

<. |

2] +| — 6] +]29] = 37.

Réaspuns corect: e).

B+ 12— 20k + 1)+ 2]} _

—_

MOk 1)(k+ 1) — 201k + 1) +qu} _

1
%

D[+ Dk +1)] ~ Zi [(k+1)! — k!]] } -
k=1

k=1

~

[(k+ DIk +2-1)] =2[G+1)! - 1]] } -

}_

Lk=1

[(k+2)!— (k+1)] —2(i + 1) + 2

[(.+2)!—2—2(i+1)!+2}}:

[(i+ )10+ 2) — 2(i + 1)!}} -
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-y [1ji(¢+1)u] = >l 1) =
= Z[(Q +i—1)(i+1)] = Z[(2+i)! -+ 1) =
— 2016 2 .

Raspuns corect: e).
3. Cum
ain = (—1)1+1 =1, ap= (—1)2+2 =1, ap= (—1)3+3 =1

12 = (—1)1+2021 = —2, a13 = (—1)1+3C§ = 3, 923 — (—1)2+3C§ = —3,
ag1 =0, a3z =0, azxp=0,

rezulta ca

1 -2 3
A=| 0 1 =3
0 0 1
si atunci
1 2 3
At=(01 3
0 01

Raspuns corect: b).

4. Simetricul elementului

A(2014) :( . )

in raport cu inmultirea matricelor este

[A(2014)]7* :( é _2314 ) = A(—2014).
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Réaspuns corect: c).

5.  Cum restul impartirii polinomului g la f este un polinom de grad cel
mult 1, din Teorema impartirii cu rest avem

g=f-q+ar+b, abek,
unde ¢ este catul impartirii, adica
(z —2015)*" + 2 — 2001 = (z — 2014) (x — 2016) - ¢ + azx + b.
Pentru x = 2014 si x = 2016, ecuatia precedenta ne conduce la sistemul

2014a +b =14
2016a + b = 16

cu solutia a =1 i b = —2000.
In concluzie, restul cautat este X — 2000.

Réaspuns corect: b).

6. Cumaé(O,%) rezultécég <O,g>,iartgg€(O,\/ﬁ—l),deoarece
T
2tg —
T 3 o T T
tg—=—"= & tg°-+2tg-——-1=0,
1T e r & gTIey

8

adica tg g =2 -1.
Deci, relatia din enunt este echivalenta cu

a
2tg — 1 — tg?
85 g

:g, unde tggé (0,\/5—1)7

NN

7+
1+tg25 1+ tg?

adica a a
6tg> — —btg = +1 =0,
g gyt

1
de unde obtinem ca tg g =3 este singura solutie.
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Réaspuns corect: a).

7. Dreapta d intersecteaza axele de coordonate in punctele A(1,0) si B(0, 2).
Cum punctul G este centrul de greutate al AABC', rezulta ca

140
pg=ATTBETC g 1H0+Tc vo =8
3 3
si
_yatys+tyc 2_O+2+yc _y
-3 -3 yo=*=

Réaspuns corect: a).

8. Cum lirf f(z) = £oo, rezulta ca functia f nu are asimptote orizontale.
T—r 00

In continuare, verificam daca f are asimptote oblice, adica asimptote de forma
y = mx + n, unde

m = lim ﬂ = lim arctgx = +7
r—+oo I z—+00 2
si
= lim [f(@) —ma] = T [f(2) F Se| =
no= i) - mel =l @)% 57] =
- arctgxr F g
x
1
Y 2
= lim AEZ — im T —
z—+o00 1 z—+o00 1 —+ xQ
a2
2 . s . o .o . 7r
In concluzie, y = —x — 1 este asimptota oblica la +oo si y = —Ex — 1 este

asimptota oblica la —oo.

Raspuns corect: b).
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9. Deoarece

£.0) = lim 4 =S0) ($)_g (U

S

: 2
10) = tim LB =IO Vsine
z\0 z—0 2\0 x
I i T

\O0 T z\0 T

rezulta ca f nu este derivabila in 0.

10. Cum f admite un extrem in punctul z = 1, rezulta ca f’(1) = 0.

Dar

fi(a) =

= l1m
\0 X

a(z?+1) — (ax +a—2) -2z

(@ +1)?

ar? + a — 2ax% — 2ax + 4z

(352 + 1)2

—az’+ (4 —2a)z+a

(@2 + 1)

ceea ce ne conduce la ecuatia 4 — 2a = 0 cu solutia reala a = 2.

11. Deoarece

422 — 11z — 3, daca x €

|42? — 112 — 3| =

integrala devine

—42? + 11z + 3, dacéxé(

B

2 T

1] U [3, 00)

_1 0
/ 4(4x2—11x—3)d1:—0—/ (—42% + 112 4 3)dx =

1
1 1

Réaspuns corect: d).

Réaspuns corect: e).
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x? x? 1 z3 x? 0 221
=(4-=—11-—— R P | =
( 3 5 3x> | +< g HI S +3x) }% 5

Raspuns corect: c).

12. Folosind formula de integrare prin parti de doua ori, obtinem

e

oo/ 2 o2
A = /xanxdx—/ T lnzxdx:x—lrfx‘i —/x—(ln2x)’dx—
2 2 H 2
e? 1 e? 1 22\’
= 5—2—62—/x1nxd1’—5—2—62—/<3> Inzdr =

Raspuns corect: b).

SESIUNEA: TULIE, DATA 22.07.2015 A

1.(7p) Fieecuatia /1 + /2++/8 — v/r = 3. Sd se determine suma radacinilor
ecuatiei.

a)S=-49 b)S=49 ¢)S=0 d)S=-48 e) 5=48

2.(9p) Fie sirul (z,),., cu termenul general

xn:<1—%)-<1—%>-...-<1—#ﬂ), ne N\ {1}.
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Sa se determine suma elementelor multimii

M:{neN*\{l}:%gxngg}.

3.(9p) Fie multimile

1
M:{ze(c:]z—2]:2§i [W} :1}, P={|z]:z€ M}.
z_

Atunci:
V70 35 13
a)P C (47 T] b) P = (47 §> ) P= <§,§>
d) P C (1,4] e) P = (4,@>

4.(8p) Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care
sistemul

mx —2y =1
—2rx4+y=m
x4+ my=—2

este compatibil.

a) R\{1} ~ b)RA\{-1} o {-1}  d){£,2} ¢ {1}

5.(7p) Fie polinomul f = X3 + aX? + bX + ¢, a,b,c € R. Sa se determine
(b+c)® stiind ca restul impartirii polinomului f la X2 +2 sa fie X +1 si restul
impartirii lui f la X 4 1 este 3.
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6.(10p) Fie OA si OB doua raze perpendiculare in cercul de centru O si raza
2v/5. Sé se calculeze latura patratului MNPQ, unde Q € (OA),P € (OB),
iar M si N apartin arcului mic AB.

a) — b) V5 c) 2v/2 d) 2 e) V2

7.(8p) Fie C simetricul punctului A(1,2) fata de punctul B(3,4). Prin C se
duce o dreapta d ce intersecteaza axa Ox In punctul P. Sa se determine toate
valorile pantei dreptei d astfel incat aria triunghiului APC sa fie egala cu 4.

6 6 33 6
-3,1 b) =, = -2,0 d) -, - 1, -
a) ? ) 57 7 C) ? ) 27 4 e) 75
8.(9p) Sa se determine
lim (22 — zIn(e® + 1)).
T—r00
a) 0o b) 0 c) 1 d) —o0 e) nu exista
9.(10p) Sa se calculeze integrala
2
-1
/ \/ ° dx.
1 3—=x
s ™ 1 m—1
T Ty 1 _ =
a)2+ b)2 c) ™+ d) m 5 e) 5

10.(8p) Sa se determine aria figurii plane situata in cadranul IV, marginita
de parabola y? = 9 — 2z si de dreapta 2z — 3y = 9.

2) 9 b) 2 )18 d) z ¢) 24

11.(8p) Se considera functia f : R — R, f(x) = (2% — 2z + 1)e®. Si se
determine multimea absciselor punctelor de extrem local ale functiei f.
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a) {~1,0} b) {0} c) {0,1} ) {11} e {1}

12.(7p) Fie functia f : (0,00) — R definita prin f(z) = zinz. Sa se
determine ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1.
a)2y—x+1=0 b)y—z—-—1=0 c)y+z=0
d)y—xz+1=0 e)y—2r+1=0

SOLUTII AC+ETC 2015

1. Notand /1 + vz = u, /8 — y/x = v gi eliminand z din cele doua relatii,
se obtine:
ut+v=3u+v>=09,

cu solutiile u =2,v =1gi u=1,v = 2. Rezulta x =49 sau x = 0.
Réaspuns corect: b).
2.  Avem succesiv:
) (=5) - (a) -1 0-2)
=(1—-=)-(1—=)-...-(1— = 1———
( 3 6 Crit g Cin

TR+ k+2 k= 1)(k+2)
_H< k:+1)> it k(k+1) =11 k(k+1)

k=2

n

_H k—1 k+2_Hk—1 Thk+2 n+2
k+1 ttk+1 o 30

Ramane de rezolvat in N inecuatia:

1<n+2
27 3n

<

COI[\D

deci n € {2,3,4}. Réspuns corect: c).



286 CULEGERE DE PROBLEME

3. Consideram numaéarul complex z scris in forma algebrica, adica z =
a +ib,a,b € R. Din conditia | 2 — 2 |= 2 se obtine a® + V* = 4a, adica
—a® +4a = b* > 0, ceea ce implica a € [0, 4].

1 1
Din a doua relatie, 1 < —— < 2 rezulta 1 <9—2a <1, deciac€

| z2—3]
35 = y : .
4, </ Tindnd acum cont ca a € [0,4] avem unica solutie a = 4,b = 0 sau
Z =

4, deci P = {4}.
Raspuns corect: d).

4. Din Teorema Kronecker-Capelli, sistemul este compatibil daca si numai
daca rang A = rang A. Cum rangul maxim al lui A este 2, rezultd ci deter-
minantul lui A trebuie sa fie 0, adica m = 1. Se verifica usor c& pentru m = 1
avem rang A = rang A = 2, deci sistemul este compatibil.

Raspuns corect: e).

5. Aplicand Teorema lui Bézout rezulta ca f(—1) = 3 gi aplicand apoi
Teorema Impartirii cu rest, rezulta ca exista polinomul () astfel incat

f(z) = (2> +2)Q(x) + v + 1.

Coroborand acum cele doua informatii, avem a — b + ¢ = 4. Inlocuind in
polinomul f pe ¢ = 4 — a + b si Impartindu-1 la X2 + 2 se obtine restul
(b—2)X +4 — 3a+ b, care trebuie sa coincida cu X 4 1. Se obtin a = 2,b =
3,c=5.

Raspuns corect: d).

6. Notand cu z lungimea segmentelor [OQ)] si [OP], cu C proiectia punctului
O pe latura PQ si cu D proiectia punctului O pe latura M N rezulta imediat ca

2 3rv2
latura patratului M NPQ este zv/2, OC = %, iar OD = m\/_ Aplicand

Teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic OM D se obtine ca x = 2, deci
latura patratului M N PQ este PQ = 2v/2.

Raspuns corect: c).
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7. Cum C este simetricul punctului A(1,2) fata de B(3,4), se obtine imediat
ca C'(5,6). Fie P(p,0), p € R. Atunci, aria triunghiului APC se calculeaza
astfel:

Aaapc =

S O N
e

1 1
01 |i=tira=a
5

DN | =

de unde rezulta ca p = 1 sau p = —3. Daca p = 1 atunci panta dreptei AP

3 3
este m = 3 iar daca p = —3 se obtine m = T

Raspuns corect: d).

8. Facand schimbarea de variabila e* + 1 = y, avem:

-1
lim (z°—2ln (e"+1)) = lim (In*(y—1)—In (y—1)Iny) = lim In (y—1)-In v
y—>00 Y

T—00 Yy—+00

Din cauza nedeterminérii 0 - 0o, trecem unul din factori la numitorul celuilalt
si aplicAm apoi de doua ori Regula lui 1” Hospital:

m Y1
n 2
~1 1 —2
lim ———" A ) B T S
Y—>00 Yy—00 Yy y—>ooy—1
In (y —1)

Réaspuns corect: b).

9. Amplificand raportul din integrala cu v/x — 1 se obtine:

2 2
/ :E_ldx—/ v 1 dr = x—_ldx
3—x J B—xz)(x—1) S 1= (z—2)?

=—y/1—(z— 2)2|3 + arcsin(z — 2)|f: g -1

Réaspuns corect: b).
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10. Punctele de intersectie ale parabolei y? = 9 — 2x cu dreapta 2oz —3y = 9
9
sunt A(0,—3) si B <§, 0) . Cum graficul parabolei se afla sub graficul dreptei

9
pe tot interiorul intervalului |0, 5] , aria suprafetei determinate de parabola

si dreapta se calculeaza cu formula:

9
> (20 -9 2?9 s 1 329
A:/0< 3 +\/9—23;>d:c:§\3—3x\g—§(9—2x)z\g:1.

Raspuns corect: d).
11. Stiind ca& multimea punctelor de extrem local ale unei functii se gasesc
printre solutiile primei derivate, rezolvam ecuatia f'(x) = 0. Se obtin solutiile
x = +1. Folosind tabelul de monotonie al functiei f se observa ca x = —1 este
punct de maxim local, iar = 1 este punct de minim local al functiei f.
Raspuns corect: d).
12. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1 este:
y—f(1)=fD(-1).
Cum f(1) =0iar f'(1) =1, se obtine y = = — 1.

Raspuns corect: d).

SESIUNEA: IULIE, DATA 26.07.2016 A

1.(8p) Sa se determine valoarea minima m, respectiv valoarea maxima M,
a functiei f: [1,3] — R,
f(z) =2* -3z +2.



1
a)m:—Z,Mzo b) m =0, M =42 c)m=—42, M =0
1
d)m=0,M=2 e)m:—Z,M:
2.(9p)  Sd se calculeze suma
1 1 1 1
S = 2016 T 2016 RERRRETIT: T3
> logy k)7 logy k? > logonie k°
k=1 k=1 k=1

2015

1
a) S=0 b) S c) S =2016 d)Sza e) S =

3.(7p) Fie X € M 3(R) astfel incat

2 0 5
X| -41 -12)=(12 3).
1 0 3

Sa se determine suma elementelor matricei X.

a) 11 b) 12 c) 10 d) 4 e)b

4.(8p) Fie G = (3,400). Sa se gaseasca valorile parametrilor reali a si b
astfel Incat legea de compozitie

rxy=ay—3xr—3y+a

sa determine pe G o structura de grup abelian, iar aplicatia f : R — G,
f(z) = e* + b sa fie morfism intre grupul aditiv al numerelor reale (R,+) si

(G *).
a)a=—12,b=3 b)a=3,b=12 c)a=12,b=3
d)a=12,b=-3 e)a=3,b=-3

5.(7p) Sa se determine numarul de radacini intregi n ale polinomul

X3+ X2+ X -3
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a) 4 b) 0 c) 3 d) 1 e) 2

6.(10p) Sa se determine multimea valorilor parametrului real m pentru care

nu exista x € [0, 7] astfel incat

cos 4z + (m + 3)(sin x + cos )* — 3m — 2 = 0.

a) m e (—oo,1) U (3, 00) b) m € [1,2) c)m=2
d)m=3 e) m € (2,3)

7.(9p) In sistemul cartezian zOy se considerd punctele A(1, —2) si B(1, 3).
Sa se determine valoarea parametrului pozitiv a pentru care punctul P(2,a)
apartine bisectoarei unghiului AOB.

V2
10

—
Ol w
—_

a) 10v/2 — 14 b) c) 142 — 10 d)

8.(8p) Sa se calculeze
lim z*.
\,0

a) b) 0 c) 1 d) oo e)e

o =

9.(8p) Fie functia f: R — R, f(z) = e — e - x. Sa se determine imaginea
multimii R prin f.

a) [1,00) b) [e, o0) ¢) (—o0,0] d) [0, c0) e) R

10.(8p) Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) = /& - Inx. S& se deter-
mine panta tangentei la graficul functiei f in punctul A(1,0).

b) 0 c)

DO W

d) 1 e)e

DO | —

a)
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11.(8p) Sa se calculeze integrala

[

—dx.

z(1+4vInz)3

1
a)Z—Zan b)21r12—1—l C)Z—lnll d) ln4—§ e)2ln2—g

12.(10p) Sa se calculeze aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei

f:R—=R,
r— 2
f(l’)— IE2+47

axa Oz gi dreptele x = 1, respectiv x = 3.
13 -3 o+1
a)\/ﬁ—\/g+2ln(\/_ l(‘/_ )

(3+2v2) (V5 —1) (V13 —3)
4

b) V5 4+ V13 — 42+ 21n
¢) 13v5 —41n (3 +2v2)

d) 4v2+ V13 - V5 +2In (3+2v2) (V5 -1) (V13 -3)

4
(3+2v2) (V5 —-1) (V13 -3)
4

e)\/5+\/ﬁ—4\/§—21n

SOLUTII AC+ETC 2016

3 1
1. Cum varful parabolei asociate functiei f(x) este V' (5, _Zl> , minimul

functiei pe intervalul [1,3] este m = 7 in plus, f(1) = 0, f(3) = 2, deci
maximul este M = 2.

Réaspuns corect: e).
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2. Suma data se poate scrie succesiv:

1 !
S =
Togy | 1+ 108, 22 + - + 10, 20167 | log, 1 + logs 22 + --- + log, 20167
| |
10g2016 ]. + 10g2016 2 + M + 10g2016 20].6 3
1 | 1 1

T log, 12-22 .. 20167 log, 1222 .. 20162 loggg 1222 ... 20162 3

1
= 10g12~22~...~20162 2-3-...-2016 — g =

1
5

N| —
Wl

Raspuns corect: d).

3. Considerand X = ( a b c ) , ecuatia devine:

2 0 5
(abec)-| =41 -12|=(123).
1 0 3

Se obtin relatiile 2a —4b+c = 1,0 = 2,5a — 12b + 3c = 3 de unde
a=0,b=2¢c=9, deci X = ( 0 29 )

Réaspuns corect: a).

4. Din conditia ca legea de compozitie sa fie asociativa se obtine a = 12. Se
observa ca pentru aceasta valoare a parametrului a restul axiomelor grupului
sunt indeplinite. Folosind definitia morfismului intre doua grupuri, f(z +y) =
f(x)x f(y), avem succesiv:

fla+y) = e+
si
f@)x fly) = e + (b—3)e” + (b—3)e¥ + b* — 4b + 12.

Egaland cele doua expresii, se obtine (b — 3)(e* + e¥ + b+ 4) = 0 pentru orice
x,y € R, adica b = 3.
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Réaspuns corect: c).

5. Se observa ca suma coeficientilor polinomului este 0, deci x = 1 este
radacina a polinomului. fmpért;ind polinomul la X — 1 (sau folosind Schema
lui Horner) se obtine catul X2 + 2X + 3 care, avand discriminantul negativ,
nu mai are radacini reale. Deci polinomul are o singura radacina intreaga.

Raspuns corect: d).

6. Ecuatia data se poate scrie sub forma:
—2sin? 22 + (m + 3) sin 2 — 2m + 2 = 0.
Notand sin 2z = ¢, ecuatia devine:
—2t2 + (m+3)t —2m +2 =0,

: C e m—1 . . . :
si are radacinile t; = 2,ty = — Cum prima radacina este in afara interva-

lului [0, 1], raméne ca si a doua radacina sa fie in afara aceluiasi interval, adica
m—1

—1
<0si m > 1. Se obtine m € (—o0,1) U (3, 00).

Raspuns corect: a).

7. Folosind proprietatea punctelor aflate pe bisectoarea unui unghi de a
se afla la distante egale de laturile unghiului, punem conditia d(P,OB) =
d(P,0OA). Se gasesc ecuatiile dreptelor OA : y = —2z si OB : y = 3z, deci
distantele de la punctul P aflat pe bisectoare la acestea sunt:
|4+a|

V5

Egaland cele doua expresii se obtine a = 10v/2 — 14.

_|6—a]

d(P,0A) = o

, d(P,OB)

Réaspuns corect: a).

8. Observiam ca suntem in cazul nedeterminarii 0°, deci avem succesiv:

lim 2° = lim ¢""® =
z\0 z\0 \,0
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Aplicand Regula lui 1” Hospital, se obtine:

Raspuns corect: c).

9. Solutia ecutiei f'(z) = 0 este x = 1 iar limitele la capetele domeniului de
definitie sunt lim f(z) = oo, lim f(z) = oo. Folosind tabloul de variatie al
T—r00 Tr—r—00

functjiei, se obtine ca Imf = [0, c0).
Raspuns corect: d).
10. Panta tangentei la graficul funtiei f in punctul A(1,0) este f'(1) = 1.

Raspuns corect: d).

1
11. Folosind substitutia Inz = t, — do = dt, integrala devine:
x

2 Vi B 2 "
[ o = e

Se face apoi schimbarea de variabild 1 + v/t = s, dt = ds gi se obtine:

1
2Vt

2 (¢ _1)2
2/ (s 31) ds:2</—d —2/—d8+/%ds>:2ln2—§.
1 5 S 4

Raspuns corect: d).

12. Observand ca functia f este pozitiva pe intervalul [2, 3] si negativa pe
[1,2], aria se va calcula astfel:

22—z P or—2

+
Va4 Vit 4
:21n(:1:+v:1:2+4)‘ — Va2 + ‘ + Va2 + |2—21n(x+\/x2+4)|2

A=



ANEXE 295

(3+2v2) (V5 —-1) (V13 -3)
1 .

=5+ V13— 4v2+2In

Réaspuns corect: b).

SESIUNEA: IULIE, DATA 25.07.2017 A

1.(9p) Fie x; si x5 solutiile ecuatjiei
2 —2a(z — 1) —z(a+1) = —a,
unde a este un parametru real. Sa se calculeze z% + 23 — 1.

a) 9a + 1 b) 9a* — 12a c) 9a* — 1 d) 9a* e) 9a? — 3a + 12

2.(7p) Sase determine numarul termenilor rationali ai dezvoltarii binomului
(5 - 3
a) 3 b) 4 c)b d) 6 e) 7

3.(8p) Sa se calculeze valoarea determinantului

a® (a+1)? (a—2)?
v (b+1)?* (b—2)?
A (c+1)? (c—2)?

a) 0 b) —4(b—a)(c—a)(c—b)
c) 12(b—a)(c—a)(c—10) d) 4(b—a)(c—a)(b—c)
e) 12(a —b)(c—a)(b—c)

4.(9p) Fie multimea numerelor reale inzestrata cu legea de compozitie
rxy=2xy—6(r+y)+21

pentru orice x,y € R. Produsul solutiilor ecuatiei 2% x 27% = 8 este:
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a) 0 b) —1 c) 1 d) 2 e)

DO | —

5.(10p) Sa se determine restul impartirii polinomului (2X? + X + 1)%17 la

polinomul X2 — X + 1.

a) X —1 b) X c) X +1 d) —X+1 e) —X —1

6.(7p) In paralelogramul ABCD, unghiurile BAC si ABC' au masurile
de 30°, respectiv 135°, iar lungimea laturii AD este 3. Sa se calculeze aria
paralelogramului ABCD.

2) 23 V3) b) 2(3—v3) Q) 2B +1)
Q) 2(VE-1) &) S(VE-1)

7.(8p) Prin punctul A de intersectie a dreptelor d; : z +y —2 = 0 si
dy : 2x — y — 4 = 0 se duce o dreapta d paralela cu dreapta de ecuatie y = x.
Fie P un punct oarecare al dreptei d, diferit de A. Sa se calculeze raportul
dintre distanta de la P la d; si distanta de la P la d,.

2) 2v5 BV oV Y g
: . 3t
8.(8p) Fie functia f: R = R, f(z) = o Sa se calculeze
li_>m (f(eﬂ) ’
a) e b) e c) 1 d) e? e) 0o

9.(8p) Fie functia f: R — R, f(x) = z%e™*. S& se calculeze f”(—1).

a) Te b) —7e c)e d) —3e e) de
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10.(8p) Se considera functia f : R — R, f(z) = /|z? —4z| . Sa se
determine multimea punctelor de extrem local ale functiei f.

a) {2} b) {0,2,4} o) {2,4) d) {0,4} o) @

11.(8p) Sa se determine a € R astfel incat

a 4 2
/ ° da::—g—.
. +1 5

a) 1 b) —v/32 c) —3v/32 d) 2 e) —2

12.(10p) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei
Oz a graficului functiei f:[1,3] = R,

SOLUTII AC+ETC Tulie 2017
1. Deoarece ecuatia din enunt este echivalenta cu 2 — (3a + 1)z + 3a = 0,
se observa ca x1 + 9 = 3a + 1 i 125 = 3a, de unde

i+ a5 — 1= (21 +39)* — 23129 — 1 = 9a°.

Réaspuns corect: d).
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2. Termenul general din dezvoltarea binomului (\3/5 — \5/5)80 fiind

80—k k

Ty = CE (VB (V2)F = k5 3 25, keD,80,
el este numar rational daca si numai daca sunt satisfacute simultan conditiile:

—k k
80T€N si 56N7

adica k € {5, 20, 35,50, 65,80}.
Raspuns corect: d).
3. Facand operatii cu coloane si linii, determinantul poate fi scris

a> (a+1)? (a—2)? a> 2a+1 —4a+4
p2(b+1)2 (b—2)% | T g2 opp 1 —dh g | HTETA

A (e+1)? (e—2?2 | TN 2 241 —de+ 4

a’> 2a+1 1 a? 2a+1 1
=6/ b2 20+1 1| gl g2 2b—a) 0=
0

2 2e+1 1|2 g2 2(c—a)

=12(b—a)(c—a)(b—c).

Raspuns corect: c).

4. Ecuatia din enunt, este echivalenta cu 2(2* 4+ 27%) = 5, care are solutiile
x1 =1 gi x9 = —1, deci produsul lor este —1.

Raspuns corect: b).

5. Cum restul impartirii polinomului (2X3 4+ X +1)2°17 la X2 — X + 1 este
un polinom de grad cel mult 1, din Teorema impartirii cu rest avem

P +2+1)""" =(@*—2+1)- Q) +axr+b, a,b €R,

unde () este catul impartirii.
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Fie w o rddacind a polinomului X2—X+1. Atunci w?® = —1si w?—w+1 =0,
adica w? = w — 1 si Inlocuind pe 2 cu w in relatia de mai sus se obtine
wW—-1)"""=aw+b & (W =aw+b & wW*=aw+b,

de unde rezulta ca a = 1 gi b = —1, deci restul cautat este X — 1.
Raspuns corect: d).

6. Aplicand Teorema sinusurilor in triunghiul ABC se obtine ca

V2

_ 2 _
=30 & AC =3V2.

BC AC o
sin(B/A\C’) Sin(@)

Wl —

Cum m(A/C’\B) = 15° si

2
cos(15°%) = cos(45° — 30°) = cos 45° - cos 30° 4 sin 45° - sin 30° = \/T_(\/g +1)

atunci din Teorema cosinusului avem ca

AB? = AC®+ BC? — 2AC - BC' - cos(ACB) = 9(2 — v/3) = [?(\/5 - 1)] :

adica

AABCD =AB - BC - sm(A/B\C) = g(\/g— 1)

Réaspuns corect: e).

7. Cum A este punctul de intersectie al dreptelor d; si ds, atunci coordona-
tele lui se gasesc rezolvand sistemul format din ecuatiile celor doua drepte si
obtinem A(2,0), iar ecuatia dreptei d este y = x — 2.

Fie P(p,p —2) € d, p # 2. Raportul cerut este

2|p — 2|

Réaspuns corect: c).



300 CULEGERE DE PROBLEME

8. Functia f poate fi scrisa

3zt , 2’ 5 224+1-1 9 1
= —-—— . == - — = 1_
@) 2+ 1 3z 2+ 1 3z 241 3z

si atunci

1 1 i
lim | f(e") "= lim [3¢2 (1 1 S lim 3t (11— 1 T2
T—00 T—$00 6290 +1 2500 629” +1 .

Raspuns corect: d).

9. Observand cd f/'(z) = e *(2x — 2?) §i f"(x) = e *(2* — 4z + 2), rezulta
ca f"(—1) = Te.

Raspuns corect: a).

10. Explicitand modulul, functia f devine

i) Va? — 4z, dacad x € (—o0,0] U [4, 4+00)

:L' fry
V—1?+4x , dacd z € (0,4),

iar derivata sa este

T —2

22?2 — 4x

—r+ 2

2/ —2?% 4+ 4x

Din tabloul de variatie al functiei se observa ca punctele de extrem ale functiei
sunt {0,2,4}.

, daca x € (—o00,0) U (4, 400)

f'(x) =
, daca = € (0,4).

Réaspuns corect: b).

11. Notand integrala din enunt cu [ si facand schimbarea de variabila
—x =t obtinem

—a t4 a t4 t a t4 t 1 _ 1
I:/ - m:/ ¢ m:/-ﬁi;—lﬁ:
" et+1 aet+1 u et +1
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a t4 t5a a5
= th — dt=—|" -1 & I=—
/a< et+1) 5l-a 5

5
. . . a
Prin urmare, solutia ecuatia =% este a = —2.

Réaspuns corect: e).

12. Volumul cautat este

3 3 /
V:W/wdxzﬂ/ln(x—i—l)(—l) dx =
1 x 1 z

Raspuns corect: a).

SESIUNEA: SEPTEMBRIE, DATA 13.09.2017 A

1.(8p) Fie x; si x5 solutiile ecuatiei
log, (6% — 112 + 6) = 0.

Sa se determine x; + xo.

a) 6 b) 1 c) — d) 8 e) 12

1
2.(9p) Se considera progresia aritmetica(ay,),>1 in care a; = 1 i ratia r = 3

Sa se determine as.

82
S~—
W
o
N~—
DO | Ot
o
SN—
W
(oW
N~—
(@)
@
SN—
| ©
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3.(8p) Fie matricea A = ( 1 1 ) . Sa se calculeze determinantul ma-

tricei A2017,

a) 1 b) 22017 ¢) —22017 d) 0 e) —1

4.(9p) Sa se rezolve sistemul

2r4+y+2z=-1
204+ 2y +32=2
r—2y—z=4.
a) (_27 17 1) b) (37 _27 —3) C) (_57 _376)
d) (0,-1,0) e) (—14,—21,24)

5.(7p) Fie polinomul f = X3 —2X? +aX + b, a,b € R. Si se determine a
si b stiind ca —1 este radacina a polinomului f si restul Impartirii polinomului
fla X —2 este 6.

7.(10p) Fie a € R astfel incat punctul (4, —1) apartine dreptei
d:2rx+ay—9=0.

Sa se scrie ecuatia dreptei ce contine punctul P(—1,1) si este paralela cu
dreapta d.
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a)y=x+2 b)y=—z c)y=2r+3
y=2xr+1

8.(8p) Fiefunctia f : R — R, f(x) = 22*+22+3. S se calculeze lim f(x)

z——oco gt

a) —2 b) 0 c) oo d)1 e) 2

9.(8p) Fie functia f : R — R, f(z) = zcosx. Sa se determine ecuatia
tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa zy = 0.

a)
d)

y==x b) y =2z c)y=20
y=—x e)y=xz+1

10.(8p) Sa se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei
fR—=TR,
f(z) = e"(2* — 2z + 1).

a) {—1,0} b) {-1,1} c) {0} d) {0,1} e) &

11.(10p) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre graficul functiei
f:(0,00) = R,

f(z)=2ln’z,
1
axa Ox g dreptele x = —giz =e
€
e? 3 e 7 e 7
-2 b) — — —— -
Ve ) 16~ 12 )31
e2 5 e2 5
d) — — = -2
e iy

12.(7p) Sa se calculeze integrala nedefinita

r—3
—d
/$2+4x—5 o

pe un interval I C (1, 00).
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4 1
a) gln(x—|—5)—§ln(:£—1)+(3, CeR

1 4
b) gln(x+5)—§ln(x—l)+(7, CeR

4 1
c) gln(:r+1)+§ln(:l:+5)+(f, CeR

1 4
d) gln(x—l)—gln(x+5)+c, CeR

1 4
e) §1n(:r+5)+§ln(x—1)+C, CeR

SOLUTII AC4+ETC Septembrie 2017

1. Cum 62?2 — 11z + 6 > 0 pentru orice z € R, ecuatia din enunt este

echivalentd cu 622 — 11z + 5 = 0 si atunci suma solutiilor ei este 5

Raspuns corect: c).

2. Termenul cautat este as = a1 +4r=1+4- 5 = 3.

Réaspuns corect: a).

3. Cum det A = 0, rezultd ca det(A'7) = (det A)*'7 = (.

Raspuns corect: d).

2 1 2
4. FieA=| 2 2 3 matricea asociata sistemului. Cum det A =
1 -2 -1

1 # 0, rezulta ca sistemul este compatibil determinat i aplicind Formulele lui
Cramer se obtine solutia r = —14, y = —21 si 2 = 24.
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Réaspuns corect: e).

5. Din conditiile f(—1) =0 si f(2) = 6 rezulta sistemul

care are solutiaa=1gib=14

Réaspuns corect: b).

4
6. Din Formula fundamentala a trigonometriei rezulta ca cosz = 5 de unde

. 5 sinx 3
se obtine ca tg x = =-.
cosx 4

Réaspuns corect: d).
7. Cum Q(4,—1) apartine dreptei d se obtine ca 2-44a-(—1)—9 = 0, adica
a = —1. Din faptul cd dreapta cautata este paraleld cu dreapta d rezulta ca
pantele lor sunt egale cu 2 gi prin urmare, ecuatia ei este y = 2x + 3.

Réaspuns corect: c).

8. Limita cautata poate fi scrisa

1 3

2+ 5+

24 2 3 .§U< 2 4
g T@) oy, A3 w? wt)

z——0c0 T T——00 x4 T——00 4

Réaspuns corect: e).

9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 0 este:

y = f(0) = f(0)(z —0).
Cum f(0) = 0iar f'(0) = 1, se obtine y = x.

Raspuns corect: a).
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10. Cum f'(z) = e"(2? — 1), rezultd cd = +1 sunt cele doud puncte de
extrem ale functiei f.

Raspuns corect: b).

11. Aria cautatd poate fi scrisa

e e /2 ! 72 . e
A—/ xanxng—/ <—) ln2xdx:—ln2:1:‘1 —/ zlnxdr =

1 1\ 2 2 e 1
e? 1 ¢ 22\’ e? 1 22 e 1 [° e 5
=———— — ) Inzder = —— — — —Inz|, + = der = — — —.
2 22 /(2) B =5 T o 2nx|e+2[‘rx 4 42
Raspuns corect: d).

12. [Integrala poate fi scrisa
x—3 x—3
T gp= | — T =
/:p2+4x—5x /(x—l)(z+5)x

1 1 4 1 1 4
=—— [ —d — | ——dr=—=1 —1 =1 ) .
/:13—1 z+ 3 e 311(1‘ )+3n(1‘+ )+C

Réaspuns corect: a).

SESIUNEA: IULIE, DATA 23.07.2018 A

1.(7p) Fie progresia geometrica (a,)nen+, avand termenii strict pozitivi si
ratia 2018. Daca
ar+a az +a a +a

1y G2ty G2ow F Gaois
az+az a3+ ay 2018 + 2019

atunci:

2017
2018

2018

d) $=2018 ¢)S
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2.(8p) Fie multimea

2
A—{ZGCZZ'§—2§i Z_’_?,)—l}.
z— 3t
Daca S = ) z, atunci:
z€EA
_ 4 2. :
a)S=1—-2i b)S:—g—gz c) S=1+2
4 3.
d)S=3 e)S—g—ng

3.(10p) Sa se calculeze valoarea determinantului

0 n+1 Cf
Cy (n+1)?* C3
c3 (n+1)?° C3
) n(n + 1)(n+2) b) 0
c)nin+1)(2n —1) d) n(n+1)(2n + 1)
e) n(n—1)(n+2)

4.(9p) Fie sistemul
r+3y+4z=m

2+ 4y +62=—1
—2x + 6y + 4z = 5.

Sa se determine valorile parametrului m € R pentru care sistemul este incom-

patibil.

8 el ey
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5.(8p) Se considera polinoamele
f= (X —2018)"""" 4+ X — 2020 §i g = (X — 2017) (X — 2019).
Sa se determine restul impartirii lui f la g.

a) 4X — 8076 b) X + 2019 ¢) 2X + 4038
d) 2X — 2019 e) 2X — 4038

6.(7p) In triunghiul dreptunghic ABC cu m(g) = 90°, m(é) = 30° si
AB = 6 se inscrie patratul ce are doua varfuri pe ipotenuza i celelalte doua,
respectiv, pe cate o cateta. Sa se afle lungimea laturii patratului.

a) 143 b) %(4-@) o) —6\@2_5
Q) T(4V3 ) ¢) 37“3

7.(9p) Se dau punctele A(0,1), B(1,1) si C(4,3). Fie y = mx 4+ n ecuatia
inaltimii triunghiului ABC dusa din A. Sa se calculeze m - n.

3 1 5 5
8.(8p) Se considera functia f: [1,4+00) = R,
4 — 322
flo) =
Sa se determine multimea valorilor functiei f.
a) R b) [17+OO) C) [_17 1] d) [_1a2] e) [_17+OO)

9.(10p) Se considera functia f : R — R,
f(z) =e"(ax +b), a,beR.

Sa se determine a,b € R astfel incat f(0) =1, f/(0) = 2.
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a)a=1,b0=1 b)a=3,b=1 c)a=2,b=1
d)a=-2,b=-1 e)a=1,b=-1

10.(7p) Fiefunctia f: D C R — R, f(z) = x —tg x, unde D este domeniul
maxim de definitie a functiei. Sa se calculeze

lim f(tg v) .
x—0 3.%’3
1 1 1

y 2 b) T2 o)

12.(9p) Sa se calculeze aria suprafetei cuprinsa intre graficele functiilor
3T

f>g: |:O>_

5|~ R, unde f(x) =sinz si g(z) = cosx.

a) 2v/2 b)2v2—-2  ¢)2v2—1 d)4v2—-1 e)4v2-2

SOLUTII AC+ETC Tulie 2018

1. Cum (an)nen+ este o progresie geometrica, atunci suma poate fi scrisa

a; + arr ar + ar? a 72016 4 g, 2017
S = + 4+ .4 —

arr +air?  ar? +apr? ar2017 + 2018
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a(147) arr(1+7) N a;r®1(1 +r)
Car(T+r) a2l +7) a7 (1 4 r)

2017
© 2018

1
=—-2017
r

Raspuns corect: c).

2. Fie z =a+ bi, a,b € R. Atunci relatia z - Z = 2 este echivalenta cu

a? +b* = 2. (1)
2243
Pe de alta parte, relatia : +3‘ ‘ = 1 poate fi scrisa
z—3i
2243 22+ 3 1 o 2a + 2bi + 3 2a 4 2bi + 3 1 o
z—3i z—3i) a+bi — 3i a+bi—3i )
2a + 2bi + 3 2a + 3 — 2bi _q (2a+3)2+4b2_1
a+bi—3i a—bi+3i ) a2+ (b—3)2
& b= —-2a-1. (2)

Rezolvand sistemul format din ecuatiile (1) si (2), se obtin doua solutii:

1 1 7
a1=5, blz—g, de unde 2’1:5—5i
si

as = —1, by =1, de unde 2z = —1-+1.
4 2.

In concluzie, S = z; + 20 = —— — —i.
1+ 22 575

Raspuns corect: b).

3. Determinantul poate fi scris

0 n+1 1 0 1 1
2 n+1)? 1|=m+1)|2 n+1 1|FES
3 (n+1)2 1 3 (n+1)?2 1
0 0 1
=(n+1) 2 n 1|=nn+1)2n+1).
3 m+1)2-1 1
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Réaspuns corect: d).

4. Fie

matricea asociata sistemului. Cum det A = 0 si determinantul principal este
1 3
L

rezulta ca rangA = 2. Sistemul este incompatibil daca si numai daca determi-
nantul caracteristic este nenul, adica

1 3 m 1
A= 2 4 —1|#0 = m;é—l—o.
-2 6 5

Réaspuns corect: e).

5.  Cum restul impartirii polinomului f la ¢ este un polinom de grad cel
mult 1, din Teorema Impartirii cu rest avem

(z — 2018)*" 4+ z — 2020 = (x — 2017) (z — 2019) - Q(z) + az + b, a,b € R,

unde () este catul Impartirii. Inlocuind in aceasti relatie pe x cu 2017, respectiv
2019, se obtin relatiile din urmatorul sistem

2017a +b = —4
2019a + b =0,

de unde a = 2 si b = —4038, adica restul impartirii lui f la g este 2X — 4038.
Réaspuns corect: d).

6. Fie D € [AB], E € [AC], F,G € [BC] astfel incat DEFG este patratul
a carei latura ni se cere. Notam lungimea acestei laturi cu x.
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Aplicand Teorema unghiului de 30° in triunghiul BDG cu m(B/@) =90°,
rezulta ca BD = 2z, iar

— BG V3  BG

Analog, in triunghiul ABC cu m(B/A\C’) = 90°, avem

AB V3

COS(@) =5 © 0 & BC=4V3,

2~ BC
iar in triunghiul EFC cu m(E{F\C) = 90° si m(F/C’\E) = 60°, avem

zv3

— EF x
tg (FCE) = —— - rc —
g (FCE) e V3 G © C==

FC

3
Dar BC' = BG + GF + FG, adica %_ + x4 2v/3 = 44/3, de unde se obtine

12
=—(4—-+V3).
v=34=V3)
Raspuns corect: b).

2
7. Cum panta dreptei BC este 3 rezultd ca panta Inaltimii cautate este

3 . L 3 . 3
—3 iar ecuatia ei este y = —5:5 + 1. Deci, m -n = —3

Réaspuns corect: a).

8. Cum functia f este descrescatoare pe intervalul [1,2] si crescatoare pe
intervalul (2,00), f(1) =1, f(2) = =1 si lim f(z) = 0, rezulta ca Imf =
T—00

[—1,1].
Raspuns corect: c).

9. Din f(0) =1, rezulta b = 1, iar cum f'(z) = e"*(—ax — b+ a) se obtine
caa=3.

Raspuns corect: b).
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10. Aplicand Regula lui 1” Hospital, se obtine

1 1 1
¢ tg z — tg (t 21 cos? " cos?
I f(gx):hmgx g (tg x) iy S5 cos’(tg #) cos’x _
z—0 3z z—0 33 x—0 922

, 1 1 tg? (tg )
= lim 1-— =—lim ———— =
20 922 cos? cos?(tg x) 2—0 922 cos? x
. tg? (tgx) tgiz 1 1
= —lim . . =
=0 tg 2z x?

9cos’zr 9
Réaspuns corect: e).

11. Facand schimbarea de variabila v/z — 1 = ¢, rezulta cid x = 2 + 1 si
integrala din enunt, devine

/7 dz 2/“6 L2 1 ™2
e — _ = —— arcC —— - .
;3 (@+1)Vo—1 va 242 2 gﬁﬁ 12

Raspuns corect: a).

12. Aria suprafetei cautate poate fi scrisa

i E H
A :/ (cos x—sin x)dx—i—/ (sinx—cos:r)dx—i—/ (cos z—sin z)dx = 4v/2—2.
0 : o
Réaspuns corect: e).
SESIUNEA: SEPTEMBRIE, DATA 17.09.2018 A

1.(8p) Sa se gaseasca solutiile reale ale ecuatiei

VI—x—222=—z—1.
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a) 1 b) —1 c) 4 d) 0si2 e) 3

2.(9p) Care este probabilitatea sa se extraga un numar impar dintre nume-
rele de la 1 la 101.

50 51 49 1 51
= b) — = d) = el
") 101 ) 100 °) Too )3 °) To1
3.(8p) Se considera matricele
2 9 . 11
A‘(—? 4) §1B‘<1 3)‘
< . . 1
Sa se determine valoarea expresiei B — §(A + AY).
a) 02 b) A C) B d) —[2 e) IQ
4.(10p) Sa se calculeze valoarea determinantului
12 22 32
3% 12 22
22 32 12
a) 23.73 b) 2.7 c) 237 d) —2-73 e) —23.7

5.(8p) Pe multimea numerelor reale se definegte legea de compozitie
Txy=aYy+2x+ 2y + 2,
pentru orice x,y € R. Sa se rezolve ecuatia

Txr = —2.

a) 1 b) —2 c) 0 d) 4 e) —1

6.(8p) Fiex € (g, 7r> astfel ca tg + = —2. Sa se calculeze cos .
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7.(8p) Se dau punctele A(2,3), B(—1,2) si C(3,6). Fie y = mx + n ecuatia
medianei dusa din A in triunghiul ABC'. Sa se calculeze m + n.

a) —6 b) 3 c) —4 d) -3 e) 4

8.(10p) Sa se calculeze lim (f(x))*, unde f: R —{-1,1} = R,

T—r00

22 +2x+5
x?2—-1

9.(8p) Fie functia f : (0,400) — R, definita prin f(z) = xInz. S se scrie
ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1.

a)y
d) y

—z b)y=z+1 c)y+l=u=x
x e)y=2z—-1)

10.(7p) Fie functia f: R — R,

mx + 1
fo) =771 -

Sa se determine toate valorile parametrului real nenul m astfel ca functia f sa
aiba doua puncte de extrem.

a) {—1} b) (—1,1) c) (0,1) d) R* e) [0, +00)

11.(7p) Sa se calculeze integrala

™

/ (z cosz)” d.

0
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)7T2+7T b)7T3+37T )7T3+7T
Ve T3 6 4 %6 T
™ oow 2 ow
d)g-i—a e)gﬁ—z

12.(8p) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei
f:(0,00) = R,

o) = (1095 - §) Inz,

X

axa Ox si dreptele v = 1 §i = €2

15e* — 7 7 15e? — 1
- 10e2 — — - -
a) 5 b) 10e 5 c) 5
7 7et — 15
10e* — - —
d) 10e 5 e) 5

SOLUTII AC+ETC Septembrie 2018

1. Punand conditiile de existenta in ecuatia data se obtine

1
{1—1"—296220 xe[_l,é]
—r—1=20 x € (—o0, —1]
care este solutie a ecuatiei.

Raspuns corect: b).

2. Cum de la 1 la 101 sunt 51 de numere impare, probabilitatea ceruta este
51

101°

Raspuns corect: e).
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3. Expresia din enunt poate fi scrisa

p-tosa-(1 )220+ (2 )]
(15)-3(5 %)~

Réaspuns corect: d).

4. Aplicand Regula triunghiului, valoarea determinantului este

12 22 32 149
312 2 1=19 1 4|=149+4"-36-36—36=2-7".
22 32 12 4 9 1
Réaspuns corect: b).
5. Ecuatia din enunt poate fi scrisa x? + 4z + 2 = —2, care are solutia
T =—2.
Réaspuns corect: b).
6. Cum
tgx = -2 ST -2 & sinz = —2cosz.
cosx

5
Aplicand Teorema fundamentala a trigonometriei se obtine cos z = :i:?. Dar

T € (g,w>7 deci cosz = —\/?5.

Réaspuns corect: e).
7. Daca M este mijlocul segmentului [BC], atunci M (1,4) si ecuatia me-
dianei din A este y = 5 — z, de unde rezulta ca m = —1 si n = 5. Deci,

m+n =4.

Réaspuns corect: e).
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8. Limita cautata poate fi scrisa

22 4+2x+5\" , 22 +2x+5 *
T im (14 SRS ) o
x?—1

lim (f(z))" = lim o

T—r00 T—r00

2 2 pravs
— lim (14 x+6 " | (14 22E0 = ¢2,
1 2 —1

T—r00 —

Raspuns corect: b).

Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1 este:
y—f()=f()z-1).
Cum f(1) =0iar f'(1) =1, se obtine y = x — 1.

9.

Raspuns corect: c).

2
-2
10. Cum f'(z) = ?;2 m f);_ T rezultd ca f are doua puncte de extrem

daca gi numai daca discriminantul ecuatiei

In concluzie,

—ma? — 2z + m = 0 este pozitiv.

A=4+4m>>0 & m € R*.

Raspuns corect: d).

11. Aplicand Formula de integrare prin parti, integrala din enunt devine

/(mcosx)de:/ 2. +COS ’ /—dx—i— /Z'ZCOSQZ' dx =

0 0
128, 1 [ /1 / 51 (1 .
25'%0+§/$2 <§sin2x> dx:%—i—i §xzsin2x‘0 —/xsinQ:c dz | =
0
51 7 1 / 51/ 1 1 . 3
= %—5/37 (—5 cosQa:) dr = %—5 <—§m0052x|0 +Zsin2x|0> = %+%
0

Raspuns corect: c).
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12. Cum functia f este pozitivd pe intervalul [1,e?], aria ciutatd poate fi
scrisa

2 2

A—/ (10x—§)lnxdx—10/ :Elnxdx—?)/ llnxdx.
1 T 1 1

Pentru prima integrala se foloseste Formula de integrare prin parti, iar pentru

a doua integrala se face schimbarea de variabila Inz = u, de unde — dx = du
x

si atunci se obtine

e? £E2 / 2
A—lO/ (—) lnxdx—S/udu-
1 2 0

2 2 2 4
10 (x—lnx’ig J%yf) Ly p e o7

Réaspuns corect: a).

SESIUNEA: IULIE, DATA 22.07.2019 A

1.(8p) Fie multimile
A={r eRlz* - (a+2)x+2a=0} si B={reR|z?—daz + 4a* = 0}.

Sa se determine multimea valorilor parametrului real a, stiind ca AN B are un
singur element.

a) {0,2} b) {2} c) {0,1} d) {0} e) {1}

2.(7p) Intr-o clasi sunt 13 elevi, dintre care 7 sunt fete si 6 sunt baieti. In
cate moduri se poate forma o grupa de 3 fete si 2 baieti?
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a) 50 b) 6300 ¢) 240
d) 1050 e) 525

3.(10p) Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic ABC' cu
a>b>c, m(C)=15si

A +ac—2a—4 ac — 2a a®> — b —2¢
>+ab—2a—4 a®>—c2—2b ab — 2a =0.
b%c + 2bc + bc? a’b —b? a’c —c3

Sa se determine ariile triunghiurilor de acest fel.

a)l—l—?,l—? b)4+2v3,4—2/3

3V3

2V3, — d) 2,1
0 2v3, %Y )2,

e)\/6+\/§,\/_—\/§

4.(8p) Pe multimea numerelor reale se definesc legile de compozitie
rly=x+y—1 si z2Ty=2zy—2(z+y)+3.

Sa se determine a,b € R astfel incat functia f: R — R, f(z) = ax 4+ b sa fie
un izomorfism intre corpurile (R, +,-) si (R, L, T).

1
Sb=1
2

5.(8p) Sa se determine parametrii reali m si n astfel incat polinomul
(X + D" +mX?+n
sa se divida cu polinomul X2 4+ X + 1.
a)ym=0,n=—1 b)ym=-1,n=0 c)m=—-1,n=-1

d)m=1,n=0 eym=1n=1
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6.(9p) Triunghiul ascutitunghic ABC are AB = 6, AC' = 8 si aria 16v/2.
Sa se determine sin C.

44/39 2v/42 44/37 q 2v/34

T ) =7 ) 17

)
39 21

a)

V2
17

7.(8p) Fie A(—1,—-1),B(—2,3) si C(4,0). Sa se afle coordonatele punctului
D astfel ca simetricul lui fata de dreapta BC' sa fie centrul de greutate al
triunghiului ABC.

s w8 o@D aGY (Y

8.(7p) Sa se calculeze

a) 2019 b) —673 ¢) 0 d) —2019 e) 673

9.(8p) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei

. 4
f:(0,400) = R, f(x)=sin(z®—1) - —
x
in punctul de abscisa x = 1.
a)y="Tr—11 b)y="Tx c)y=11z-7

d)Ty=2-11 e) Ty=x+11

10.(9p) Sa se determine numarul real §i pozitiv cu proprietatea ca diferenta
dintre dublul sau si cubul sau este maxima.
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11.(8p) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei
Oz a graficului functiei f : [1,3] — R,

x+2
T) = ———.
f @) x? 4+ 4
a) 2w 1—|—lnE b) 7w 2—|—lnE c) 2w 1—111E
5 5 5
d) 27rlnE e) 2—lnE
5 5

12.(10p) Sa se calculeze

/7:c+\/_

PICESGE

T T+ 1 2+ 1 T+ 2 1 /7o
K ~ (T4
) 1 b ) 1) 5 °) g <2+ )

SOLUTII AC+ETC Iulie 2019

1. Cum solutiile ecuatiei 22 — (a + 2)x + 2a = 0 sunt a si 2, iar solutia
ecuatiei 22 — 4az + 4a®> = 0 este 2a, atunci multimea A N B are un singur
element daca si numai daca

sau

In concluzie, a € {0,1}.

Raspuns corect: c).
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2. Cu 7 fete se poate forma o grupd de cate 3 fete in C3 = 35 moduri, iar
cu 6 biieti se poate forma o grupd de cate 2 baieti in C2 = 15 moduri. Deci,
sunt 35 - 15 = 525 moduri in care se poate forma o grupa de 3 fete si 2 baiet;i.

Réaspuns corect: e).

3. Cum AABC este dreptunghic cu a > b > ¢, atunci din Teorema lui
Pitagora avem ci a®? = b? + ¢, care inlocuitd in determinant ne conduce la
relatia

be(b — 2)(c = 2)[(b — € + (a — 0 + (a— b =0,

de unde distingem doua cazuri:

a) Daca b = 2, din Teorema sinusurilor, obtinem

2 c

sin75°  sin15°

V6 -2
4

atunci ¢ = 4 — 2¢/3 si, prin urmare Apapc =4 — 2/3.

Cum sin 15° = sin(45° — 30°) = sin45° - cos 30° — cos 45° - sin 30° =

V6 + /2
4

b) Daca ¢ = 2 atunci Apapc =4+ 2¢/3.

§i sin 75° =

Réaspuns corect: b).

4. Cum f este un izomorfism intre corpurile (R, +,-) si (R, L, T), atunci
(1) f este bijectiva, de unde rezulta ca a # 0;

(17) f satisface simultan conditiile:

flz+y)=fla)Lfly) = b=1
[y = @ Tiy) = ae{;o}

In concluzie, a = = si b= 1.

DN | =

Réaspuns corect: c).
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5. Fiew oradacing a polinomului X2+ X +1. Atunci w® = 1§ w?+w+1 = 0.
Cum polinomul (X + 1)" + mX?2 + n se divide cu polinomul X2 + X + 1
se obtine ca

W+D"+mw?*+n=0 & (—A)'"+m(-1-w)+n=0 <

& —(14+mw—m+n=0,

de unde m =n = —1.
Raspuns corect: c).
6. Notam AB =c¢, AC =bsi BC =a. Cum
be 2v/2

ApaBc = g-sinA & sinA = 5

si atunci din Teorema fundamentald a trigonometriei rezulta ca cos A = 3

Aplicand Teorema cosinusului
a? ="+ —2bccosA & a=2V1T7
24/34

si apoi din Teorema sinusurilor sin C' = 7

Raspuns corect: d).

12 1
7. Cum centrul de greutate al AABC' este G (5, §> si mpe = —3 rezulta

ca ecuatia dreptei GD este y = 2x. De asemenea, ecuatia dreptei BC' este
1 4 8
y = —533 + 2 si daca {E} = GD N BC se obtine ca E (5,5> si ca F este
19 38

mijlocul lui [GD]. Deci, D <1—5, 1—5>

Raspuns corect: c).

8. Aplicand Regula lui 1" Hospital se obtine

2019 1 2019 2018 1
m T T gy AT L 67302016 — 73,

z——1 341 z——1 3x2 z——1
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Réaspuns corect: c).

9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1 este:

y—f(1) =) -1).
Cum f(1) = —4iar f'(1) =7, se obtine 7x —y — 11 = 0.

Raspuns corect: a).

10. Fie functia f : (0,+00) — R, f(z) = 22 — 23. Cum f'(z) = 2 — 322,

6
rezulta ca x = :I:? sunt punctele de extrem local ale lui f. In concluzie, f

V6

are valoarea maxima pentru x = 3

Réaspuns corect: b).

11. Volumul cautat este

P (x4 2)? 5 4
v 7T/l FEE 7T/l < +x2+4> !

13
=7 (x‘i’ + 21In(2? +4)}?) =27 (1 +1n€) .

Réaspuns corect: d).

12. Deoarece
VT V7

@172 @7 (@ 1p

si cum este o fuctie impara, rezultd ca integrala ei pe intervalul

v
(x247)2

simetric [—/7,1/7] este nula. Prin urmare, avem

/7x+\/_ \f/ \/'/ 247 — dx_
J7 (@2 4+ 7)? :r2+7 (x247)2 -

VT
:—\/_ / L dx—O—/ :L‘-—x de | =
7 fx2+7 _\/? ($2+7)2
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Raspuns corect: d).

SESIUNEA: SEPTEMBRIE, DATA 14.09.2019

1.(10p) Cate numere intregi are multimea
{zr eR, |20 -3 <6} 7

a)0 b) 7 c) 4 d) 2 e) 6

2.(8p) Sa se calculeze
RE AR ARE AR

i+ 43 it
a) b b) —5 c) 1 d) -1 e) i

3.(8p) Sa se determine matricea X care verifica relatia
-2 -4 2 -6
()= 5 0)

a) | b)<(2)_013> (2 -3 1)
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4.(10p) Sa se rezolve sistemul
r—2y+22=14
rT+2y+z2z=5
3r+y+32=20.
a) (1,1,-1) b) (8,-2,1) c) (2,—-1,5)
d) (2, -7, 1) e) (6,~1,1)

5.(7p) Fie functia f : R — R data de
a+x bt+x cHuw
flx)=|a*+2*> V¥ +2* *+22 |,
a+ad VP rad A 4at

unde a, b, c € R. Sa se calculeze f'(z).

a) f'(z) = (b—a)(c—a)(c—0b)[z* — (a+ b+ c)x + ab+ ac + bc]
b) f'(z) = (a—=b)(c—a)(c—b)[z*> — (a+ b+ c)x + ab+ ac + bc]

¢) f'(z) = (b—a)(c—a)(c—b)[32* = 2(a + b+ c)x + ab + ac + bc]

d) f'(z) = (b—a)(c—a)(b——c)[32? — 2(a + b+ c)x + ab + ac + bc]

e) f'(z) = (b—a)(c—a)(c—b)[22* — 3(a + b+ c)x + ab + ac + bc]
6.(8p) Sa se calculeze sin(2x), stiind ca sinz = % six e (O, g) :
a) 0 b) 1 c) g d) ? e) V3

7.(8p) Fie A un punct variabil pe dreapta y = x + 1, iar B proiectia lui
A pe dreapta de ecuatie x = 3. Atunci mijlocul segmentului (AB) apartine
dreptei:

a)x =y b)y =2z c)x+y=1

d) y=2zr—-2 e)x+y=2
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8.(9p) Sa se calculeze

a) 6 b) 0 c) 1 d) 3 e) 12
9.(9p) Fie functia f: R — R, f(z) = 2¢” + 3x — 1. Sa se determine f'(0).

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e) 5

10.(8p) Se considera functia f : (0,+00) — R, f(x) = x — /x . S& se
determine punctul de extrem local al lui f.

») 1 b) 01 Q) 2 ) 4

11.(8p) Sa se calculeze

27 1
/ — L
7 l‘+\/21‘-5
10 2

17
a) In == arctg % b) In T arctg 6 + arctg 3
1 2 1
¢) In 37 — arctg 9 d) In 10 arctg 9

9 25
34
e) In == arctg 4 + arctg 2

12.(7p) Sa se determine constantele reale a si b astfel incat functia
F:R—>R,

F(z) = e *(acos4x + bsin 4x)
sa fie primitiva a functiei f: R — R, f(x) = e * cos4x.

1 1 4 4 4
pb=—y  Pes-ib=g de=gibs-gm
b

1 4
b=—

> e)a=—
17 7 7
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SOLUTII AC4+ETC Septembrie 2019

1. Inecuatia din enunt este echivalenta cu —6 < 2x — 3 < 6, de unde se
3 9
obtine ca —3 <z< 2 deci z € {—1,0,1,2,3,4}.

In concluzie, multimea contine 6 numere intregi.
Réaspuns corect: e).

2. Fractia din enunt poate fi scrisa

7 - 2'2 . Z'3 . Z‘4 . ,L'5 Z‘1+2+3+4+5 2'15
= = — =1 =1

i+ +3 4+t 4P i —1—i+1+4 i

Réaspuns corect: d).

3. Seobserva ca matricea X este de forma (a b ¢) si atunci ecuatia matriceala

devine
—2 -4 2 -6
<3)-(abc)—<6 _3 9> &

o —2a —2b —2¢\ (-4 2 -6
3¢ 3b 3¢ ) 6 -3 9 )’
de unde se obtine ca a = 2, b = —1 si ¢ = 3, deci matricea cautata este
X=(2 -13).

Raspuns corect: d).

1 -2 2
4. FieA=|1 2 1 matricea asociata sistemului. Cum det A =
3 1 3
—b5 #£ 0, rezulta ca sistemul este compatibil determinat si aplicand Formulele
lui Cramer se obtine solutia z =2, y = —1 gi z = 5.

Réaspuns corect: c).
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5. Functia din enunt poate fi scrisa

a+x b—a c—a
a? + 2? (b—a)(b+a) (c—a)(c+a)
a+a2* (b—a)(b*+ab+a®) (c—a)(c®+ac+ a?)

C2:=C2—-C1
€T ey
f( C3:=C3—-C1

a+x 1 1 .
= (b—a)(c—a)| a® +2? b+a c+a Co=Co=C2
a+2* b*+ab+a® A+ ac+ a?
a+x 1 0
= (b—a)(c—a)| a® + 2? b+a c—b =
a4+ 23 BP+ab+a® (c—b)(a+b+c)
a+x 1 0
=(b-a)lc—a)lc—0b)| a®+ z* b+a 1 =

o+ PP4+ab+a® a+b+c
=(b—a)(c—a)(c—b)[(a+z)(a+b)lat+b+c)+a®+ 1
—(a+ z)(b* + ab + a?) — (a* + 2%)(a + b+ ¢)],
de unde se obtine ca f'(x) = (b—a)(c—a)(c—b)[322 —2(a+b+c)x+ab+ac+bc|.

Raspuns corect: c).

1
6. Cum sinx = 3 six € (0, g), rezulta ca r = %, de unde se obtine ca

T V3

Sin2rx =sin — = — .

3 2
Raspuns corect: d).

7. Fie A(a,a+1), a € R, atunci B(3,a + 1) si mijlocul segmentului (AB)
3+a
este M

,a+ 1) care apartine dreptei y = 2x — 2, pentru ca

3+a_

a+1=2 2.

Raspuns corect: d).
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8. Aplicand Regula lui 1” Hospital se obtine

r+at+2° -3 3422 +1
lim = lim = 0.
z—1 r—1 z—1 1

Raspuns corect: a).
9. Cum f'(z) = 2e” + 3, rezulta ca f'(0) = 5.

Réaspuns corect: e).

1 1
10. Cum f'(z) =1— —= , rezultd ca = = 1 este punctul de extrem local

Ve
al lui f.

Raspuns corect: a).

11. Integrala din enunt poate fi scrisa

27 27 1
/ / dx.
7 T+ 2x — ( T n 1)
\V2r —5
Facand schimbarea de variabila v/2x — 5 = ¢, rezulta ca x 45 si ! dx
Vi V2r — b=t rez = S =
2 V2 -5

dt, iar integrala devine

7 7 7
1 2t 2% +2—2
/Q—dt—/—dt—/+—dt—
s 245 , 2420+5 s 242645

1
2t +
7 7 7
2t + 2 1 7 1
= —— dt—2 ————— dt = In(*+2t+5)|.—2 ——dt =
/3t2+2t+5 /3t2+2t+5 n(#+2t45)], /3 (t+1)2+4
t+ 1,7 17
= In68 — In 20 — arctg ; |3—1 g—arctg4+arctg2:
17 17 4—-2 17 2
:lng—(arctgél—arctg 2):ln€—arctgm:lng—arctg 9

Réaspuns corect: c).
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12.  Cum F este primitiva a lui f, rezulta ca F'(xz) = f(x) pentru orice

x € R, ceea ce este echivalent cu

—e “(acosdx+bsindxr)+e “(—4dasindr+4bcosdr) = e “cosdr, VreR &

e [(—a+4b)cosdr — (4da+b)sindz] = e “cosdz, VreR <&

=
1
—a + 4b =1 a= 17
=
da+b=0 po L
17
Raspuns corect: b).
SESIUNEA: IULIE, DATA 18.07.2020 A
1.(7p) Sa se calculeze
1 1 .
E1:—3+—3 S1 E2:’$1_$2,
Iy Iy
unde x7 si x9 sunt solutiile ecuatiei
??—z—a>=0, a€eR".
1+3 1+3
) B =113 B T b) By = —22 By =T+ da
a

ab
B 1+ 3a

1+ 3a?
) Bi= -2 g i¥d? A E = 2 By = VT A2

aG
1 + 3a?
¢) Ey :%7 By = VIT+4d®

2.(8p) Amestecam un pachet de 52 de carti de joc i extragem simultan
doua carti la intamplare. Care este probabilitatea sa alegem doi asi de aceeasi

culoare?
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1 1 1 c? A2
- - - d) =4 4
%) 552 b) 5126 ) 5113 ) 5 °) 5,

3.(9p) Sa se calculeze B - A - C, unde

A:(_11>, B:(_23 _11> C=(-212).
a)<:i —12 _43> b)(:i —12 —24> C)(_f —12121)
d)<_42 —12 —24> e)<:421 —12 j)
4.(8p) Sa se determine acele solutii (z,vy, 2) ale sistemului

2 —2y+z2z=1
3z —y+22=2

r+y+z=1
pentru care z2 + 3% + 22 = 1.
e) (% ,% %) (0,0,1)

5.(7p) Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie

xxy=xy—i(lr+y)—1+1.

Sa se determine elementul neutru al acestei legi si sa se calculeze 75273 %44 %45.

a)e=1,z=—1+1 b)e=141i,2z=1i c)e=1,2=1-2:

d)e=1—i,z2=1i e)e=—i,z=2—1
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N——

3
6.(8p) Daca sina = 5 a S (g, 7 ) atunci cosg este egal cu:

d) @ e) —@

4
b) ——
10 10

>

(@)
S~—
-|%
ot

a)

7.(8p) Se considera punctele A(—1,0), B(2,3), C(—3,—4), D(4,3). Pe
dreapta C'D se alege punctul P astfel ca m(APC) = m(BPD). Sa se calculeze
distanta de la P la originea sistemului de axe de coordonate.

242

2

VB by o D

8.(9p) Sa se studieze existenta limitei

lim (Vz +1—Vz)Va

T—00

si, In cazul in care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.

b) 0 c) oo d) nu exista e) 1

9.(10p) Se considera functia f : R — R, f(x) = xcosz. Sa se determine
ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa zy = 0.

a)y=xz—1 bly=z+1 c)y=—-2 d)y=—-2x+2 e)y==zx

373

10.(8p) Functia f: (0,400) = R, f(z) = 3 Inz are:
a) un punct de minim local
b) un punct de maxim local
¢) doua puncte de maxim local
d) doua puncte de minim local

e) un punct de minim local si un punct de maxim local
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11.(8p) Sa se calculeze

/ (22 — 1) cos 2zdx.

1
a) xsin 2z + 5 (cos2x —sin2z) + C b) 2z cos 2z — (cos 2z —sin2x) + C

1
¢) wsin2x + 2 (cos 2x + sin 2x) + C d) gcos 2z + 5 (cos2x — sin2z) + C

e) xcos 2z + (sin 2z — cos 2z) + C

12.(10p) Sa se calculeze integrala

/’2’ 2sinx + cosx
— dx .
~ sinx 4+ 2cosx
T 9 9 T 3 9 T 9 9
—+ —In— b) —+ —In- —+—In—
TRy BT )5+ 1M1
T 3 9 T 3 9
d) =+ —=In- —+ —1Iln—
ERRTL ATy
SOLUTII AC+ETC Iulie 2020
1. Din relatiile lui Viete avem ca x; + 2o = 1 si 21 - 2 = —a? si atunci
= 3+ _ (11 + 22) (2% — 21 - 13 + 23) _
3 (21 - x2)3
_(mi @) 3w -wy  1-3(=d®)  1+3d?
o (5,;1 . x2)3 - (_az)g - ab
si

2 2 _ 2 2
ES = (1 —a9)" =2 — 221 - 29+ 05 =

= (l‘l + 11]2)2 — 43)1 c Lo = 1-— 4(—@2) =1 + 4&2,
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deci By = V1 + 4a2.
Raspuns corect: c).

2. Extragand simultan 2 carti la intamplare din pachetul de 52 de carti de
joc, numarul cazurilor posibile este CZ,. Cum cele doua carti trebuie sa fie doi
asi de aceeagi culoare, ei pot fi 2 asi rosii sau 2 asi negri, deci avem 2 cazuri
favorabile. Probabilitatea ceruta este

2 2 1

P:—: = .
C2, 51-26 51-13

Réaspuns corect: c).

3.
2 1 1
B-A-C:<_3 _1>.(_1>.(_212):
1 -2 1 2
() (F 1)
Raspuns corect: d).
4. Fie
2 =211
A= 3 -1 2 2
1 1 11

matricea extinsa asociati sistemului. Cum rang A = 2 = rang A # 3 =
numarul de necunoscute ale sistemului rezulta, din Teorema lui Kronecker-
Capelli, ca sistemul este compatibil nedeterminat cu necunoscutele principale
z, Yy $i z = a necunoscuta secundara. Atunci sistemul devine

2r —2y=1—«
3r —y=2-2a,

de unde obtinem
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care inlocuite in relatia 22 +y2+2? = 1 ne conduc la ecuatia 130 —10a—3 = 0

cu solutiile:
ay =1 = z=0,y=0 2=1

si
3 124 3
©2= T3 TV T3 7T 13

Réaspuns corect: c).

5. Cum legea de compozitie din enunt, poate fi scrisa

wxy=(x—1i) (y—1i)+i
elementul neutru e = 7 + 1 se gaseste ugor. Pentru a determina elementul
absorbant al legii, cautam a € C cu proprietatea cad x % a = a * x = a pentru

orice x € C i obtinem a = i.

In concluzie, i * 12 % 3 % 34 % 35

*x1° =1

Réaspuns corect: b).

, 3 . T ¢ 1 <
6. Cum sina = - gl a € (5,77) rezulta, din Teorema fundamentala a
trigonometriei, ca cosa = —5 de unde se obtine ca

a 1+ cosa /10
Ccos — = = )
2 2 10

Raspuns corect: d).

7. Cum ecuatia dreptei C'D este y = x — 1, putem considera P(a,a — 1) €
CD, a € R. Dar m(APC) = m(BPD), deci tg (APC) = tg (BPD), ceea ce
este echivalent cu

Mmpp — McD
1 +mpp-mcp

map — McpD
1+map-mep

1

care ne conduce la ecuatia

3 31
= a 5 = (2,2) = O

a
3—a

o
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Raspuns corect: e).

8. Avand cazul de nedeterminare oo — oo in limita, Inmultim cu conjugata

i obtinem

NG 1

. B imw_ im 2
xlgglo(\/cf——f'l—\/g)\/}—zl%oo \/l’——i-l"‘\/z xl%oo\/—<\/1+71—|—l> 2

Réaspuns corect: a).

9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa xy = 0 este:
y — f(0) = f'(0)(z —0).
Cum f(0) = 0iar f'(0) = 1, se obtine ecuatia y = x.

Raspuns corect: e).

10. Cum ,

rezulta ca f este strict descrescatoare pe intervalul (0,1) si strict crescatoare
pe intervalul (1,00), deci z = 1 este punct de minim local pentru f.

Réaspuns corect: a).
11. Folosind formula de integrare prin parti obtinem:

/(2:): 1) cos 2wda = / (20 — 1) (szzx)/dx _

in 2
:(Zx—l)-sm x—/sin2xdm=

2
. 1 .
= xsin 2z + 5 (cos2x —sin2z) + C.

Réaspuns corect: a).
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12. Cautam o descompunere a fractiei de forma:

2sinz +cosx  A(sinz +2cosz) + B(sinz + 2cos x)’

sinx + 2coszx sinx + 2cosx

A(sinz + 2cosx) + B(cosz — 2sinz)

sinx + 2cosx

(A—2B)sinz + (2A+ B) cosx
sinx + 2cosx

9

4 3
de unde obtinem, identificand coeficientii, ca A = R siB= —x Deci integrala

devine:

sinz + 2cosx sinxz + 2cosx

/; 2sinz + cosx dx:/gildx—§/g (sinx 4+ 2cosx)’ dp —
T T 5 s

4

5

= 3 .
-z|2 — —In|[sinz + 2cos z|
4

INSERNE]

T2
S5 100 2
Réaspuns corect: d).
SESIUNEA: TULIE, DATA 19.07.2021 A

1.(7p) S& se determine functia f : R — R, f(z) = 2> + mz — 1, m € R,
stiind ca punctul A(—2,3) apartine graficului ei.
a) flx)=2*+2z—1 b) f(z)=2*—z—1
c) flx)=12%—1 d) flx)=2*—-22—1
e) flx)=a2*+x—1
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2.(8p) Sa se determine in care dintre urmatoarele intervale se afla solutia
pozitiva a ecuatiei
log; (7 —x+1)=1.

a) [0, 2] b) (2,5) c) [5,7) d) [1,2) e) (4,06]

3.(8p) Fie numerele reale a si b astfel incat
L2\ fa)_(—7
01 b ) \ -4 )
Sa se calculeze 7a + 4b.

a) 2021 b) 0 ¢) 15 d) —9 e) 23

4.(7p) Se considera matricele de forma

X(m)—< L dm - Gm ) € Ms(R) .

—2m 1-3m
Sa se calculeze determinantul matricei X (1).

a) 3 b) —2 ¢) —10 d) 10 e) 2

5.(8p) Pe multimea numerelor reale se definegte legea de compozitie
T*xy =y + 22+ 2y + 2.

Sa se determine a € R astfel incat a x 1 = 6.

DO o

d) 3 e)

wl N

a) —1 b) 2 c)

6.(8p) Fie f:R =R, f(z) =z -+ 2. Sa se calculeze f'(0).

a) 1 b) 3 c) 4 d) 2 e) 0
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7.(8p) Sa se determine distanta dintre dreptele paralele
dy: bx+12y—11=0 i dy: y=max+2 meR.

a) 1 b) 3 c) 2 d)1 e)

N W

8.(10p) In triunghiul ABC' de arie 3v/15, suma patratelor lungimilor latu-
rilor este egal cu 116. Sa se calculeze ctg A + ctg B + ctg C.

58v/15 b) 58v/15 0 2015 Q) 58v/15 ) 2015
15 15 15 9 R

a)

9.(9p) Fie functia f : [0,3] — R, f(z) = {x}(1 — 2{z})?, unde {z} este
partea fractionara a lui x. Sa se studieze existenta limitei lin% f(z) si, in cazul
z—

in care aceasta exista, sa se determine valoarea sa.

a) 1 b) nu exista c)0 d) —1 e) 2

10.(9p) Se considera punctele A(—1,0) si B(3,0). Daca C este un punct
variabil pe graficul functiei f : [1,5] — R, f(z) = v8z — 22, sa se calculeze
valoarea minima pe care o poate lua aria triunghiului ABC'.

a) 8 b) 4 ¢) V15 d) 2v7 e) 2¢/15

11.(8p) Fie funtiile f,g: R — R,

T —z P
flz) = % gl respectiv. g(x) = %

Sa se determine primitiva H a functiei h : R — R, h(z) = f%(z) - ¢*(z) care
1
verifica relatia H(0) = .

8
) §lf(42) — g(4r) + 1] b) o lf(42) + 847
) 312[g<4x) dr 4] a) 614[9(49:) +dz+8]

o) 312[1’(495) +dz+3)
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12.(10p) Sa se calculeze

2 In(e2-2)
T —e’ T
/—1 — Qe_xdx + / Troe= 2€_Idaz.
1 In(e—2)
a) 2In(e? — 2) b) In(e — 2) - In(e? — 2)
c)In2-1n3 d) 4In(e* —2) —3In(e — 2) +e* —¢

e)In(e —2) —e® +e

SOLUTII AC+ETC Septembrie 2021

1. Punctul A(—2,3) apartine graficului functiei f(z) = 2* + mz — 1 daca
f(—2) = 3, de unde obtinem m = 0, adica functia f(z) = 2? — 1

Raspuns corect: c).

2. Ecuatia logaritmica este echivalenta cu ecuatia 2> — z + 1 = 7 care are
solutia pozitiva x = 3 € (2,5).

Raspuns corect: b).

3. Ecuatia matriceala ne conduce la urmatoarele relatii a + 2b = —7 si
b= —4, de unde 7a + 4b = —9.

Raspuns corect: d).

4. Cum

rezulta ca det X (1) = =10+ 12 = 2.
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Réaspuns corect: e).

5. Ecuatia din enunt este echivalenta cu 3a = 2, de unde avem ca a = 3

Réaspuns corect: c).
6. Cum f'(x) =e” +¢e® - x, rezultd ca f'(0) = e® = 1.
Raspuns corect: a).

7. Fie A(0,2) un punct de pe dreapta dp. Distanta dintre cele doua drepte
paralele coincide cu

_ wat i, 11 12211

d(A,dy) =
(4,d1) VB2 + 122 V169
Réaspuns corect: d).
8. Cum
b-c-sinA . 6415
Apppc = ———— — sinA=
2 be
si atunci
b2 + % — a?
CtgA_COSA_ 2%c _b2+02—a2
sin A 615 124/15
be
Analog,
2 2 _p2 2412 _ 2
Cth:a—i-c si th:a+ c7

de unde obtinem

A+ 4+ 116 29V15
124/15 124/15 45

ctg A+ ctg B+ ctg C' =

Réaspuns corect: e).
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9. Cum
1, daca x € [1,2)
[z] =

2, daca x € [2,3)
rezulta ca

(x —1)(3 —22)%, dacd z € [1,2)

f(@) = (& = [a)) (1 - 22+ 2[a])* = { (z = 2)(5 - 20)?, daci x € [2,3)

si atunci
T T . B 2
1(2) = lim f(2) = lim(z — 1)(3 — 20)* = 1
r<2 r<2
si
_ . _ . 2 _
1a(2) = lim f(2) = lim(w — 2)(5 — 22)" = 0,
r>2 r>2

de unde deducem ca nu exista lirr% f(x).
z—

Raspuns corect: b).

10. Fie C(a,v8a — a?), a € [1,5]. Atunci, folosind intervalele de monotonie,
aria Aaapc = 2v/8a — a? are valoare minima pentru a = 1, adica valoarea
minim& pe care o poate lua aria triungiului ABC' este 2/7.

Raspuns corect: d).

11. Cum

rezulta ca . . .
e —e ™ —8x
H(z) = C.
€9 ol +

1 1
Dar H(0) = 3’ de unde obtinem ca C = 3’ adica
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Réaspuns corect: c).

2

=z - In(e” —2)‘1 /ln(e“’—2 dm—t‘zz—an\t—Qszz

2
=In(e—2)—e*+e— /lne—Z
1

Facand schimbarea de variabila In(e® — 2) = y, rezulta ca x = In(e¥ + 2),

ey
de unde dox = ——dy si atunci integrala devine:
ey + 2

2 In(e?—2)
x —e" 9 e¥
/mdw—ln(e—%—e +e— / y-€y+2dy =
1 In(e—2)
2 In(e2—2)
x —e" e¥ 9
<~ /1——26_‘/de+ / y-ey+2dy—ln(e—2)—e +e <~
1 In(e—2)
2 In(e?—2)
— T . T
= /%dﬁﬁr / ;j2dx:ln(e—2)—e2+e =
1 In(e—2)
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2 In(e?—2)

r—e* x-er

<= —d — = _dr=In(e—2)—¢é? —

/1_2690 T+ / o1+ 2677 r=Inle—2)—e*+e
1 In(e—2)

In(e?—2)

2

r—e* T

<~ —Fd — dr=1In(e—2) — ¢ )

/1—26—9” x + / 1+2€_Ix nle—2)—e“+e
1 In(e—2)

Raspuns corect: e).

SESIUNEA: SEPTEMBRIE, DATA 13.09.2021 A

1.(7p) Graficul carei functii f : R — R de mai jos contine punctul A(—1,4)?

a) f(r) =222 -3z +1 b) f(z) = 222+ 2 +1
c) f(z) =32? —4xr + 1 d) f(z) =2 -2z +1
e) f(z) = —4a* +3z+1

2.(8p) Sa se calculeze
N =i+ +i 4+,

a) N =1 b) N=0 c) N=-1 d) N=1 e) N=—i

3.(8p) Sa se rezolve sistemul

20+y+22=0
20+ 2y +3z=—1
r—2y—z=2.

a) (1,0,—1) b) (0,1,1) «¢) (0,—1,-1) d) (1,1,0) e (1,1,1)
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4.(10p) Sa se calculeze integrala

jus .
2 sinx + 2cosx d
=~ 2sinx + cosx

3

a) In

d)

4
9
1
In=
9

T
P
T 3
13"

5.(9p) Sa se calculeze integrala

Y
DR

;H o

6.(8p) Fie matricea

Sa se calculeze B = A2 — A.
20
a)B_(o 2>
20
@B_<21)

7.(7p) Pe multimea G =

X .

zry= /22y — a2 — 92 +2.

Sa se calculeze N =2 % 1.

[ S

[1,400) se definegte legea de compozitie
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a) N=1 b) N =2 o N=+v3 d)N=0 e) N=+/5

8.(8p) Fie f:(0,00) = R, f(z) =2x +Inx — 1. Sa se calculeze f'(1).

a) 2 b) 1 c) 0 d) —1 e) 3

9.(9p) Sa se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei
[ R—=R, f(x) =2% €.

a) {—1, 0} b) {-2, 0} c) {1, -1}
d) {1, -2} e) {0, 1}

10.(8p) Sa se calculeze

L= lim 251
x—0 ,1,‘5
1 1 1
L—-= b) L= 1 L—- d) L= L—-
DL=1 b gL=1  ar=0 or=]

11.(10p) Se considera punctele A(2,3), B(—1,2) si C(3,6). Fiey = mx+n
ecuatia naltimii dusa din A in AABC'. Sa se calculeze S = m + n.

a) S=-3 b) S=2 c)S=-1 d)S=0 e) S=4
12.(8p) Sa se calculeze sin z, stiind ca cosx = 1 ixe (0 E)
* p ? § \/g § ? 2 .
a) ﬁ b) 1 c) 1 d) ﬁ e) ﬁ
3 2 3 3
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SOLUTII AC+ETC Iulie 2021

1. Graficul functiei f(z) = 2? — 22 + 1 contine punctul A(—1,4), pentru ci
f(=1) =4

Réaspuns corect: d).
2. N=i+i*4+i*+i'=i—-1-i+1=0.

Raspuns corect: b).

2 1 2
3. Fied=|2 2 3 matricea asociata sistemului. Cum det A =
1 -2 -1
1 # 0, rezulta ca sistemul este compatibil determinat si aplicand Formulele lui
Cramer se obtine solutiaz =1,y =04l 2 = —1.

Réaspuns corect: a).

4. Cautam o descompunere a fractiei de forma:

sinz +2cosx  A(2sinx + cosz) + B(2sinx + cos x)’

2sinx + cosx 2sinx + cosx

A(2sinx + cosx) + B(2cosx — sinx)

2sinx + cosx

(2A — B)sinz + (A+ 2B)cosx
2sinx + cosx

Y

4 3
de unde obtinem, identificand coeficientii, ca A = £ si B= £ Deci integrala

devine:
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/72r sin:c+2008m_/g4dx+§/g (2sinx + cosx)’ dr —

2sinx +cosz  J=x 5 5 z 2sinx 4 cosx
4 s . fug
=_—-z|2+ -In|2sinz + coszl||2 =
5) 7 7
L 31 8
=—+ —In-.
5 10 9

Réaspuns corect: c).

1 s
5. Cum cosz = 3 pentru x = 3 integrala din enunt, devine

2 1 5 21
/ max < cosx, — dx:/ cos T dac+/ — dx =
0 2 0 x 2

3

3
V3
2

ol

Raspuns corect: d).

(0 )G ) (04
() (1) (3 9)

Réaspuns corect: a).

7. N=2%x1=+v22-12-22-1242=4—4—-1+2=1.
Réaspuns corect: a).
1 ¢
8. Cum f'(x) =2+ —, rezulta ca f'(1) =2+1=3.
x

Raspuns corect: e).
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9. Cum f'(z) = e - (z* + 2z) se anuleazd in —2 si 0, folosind monotonia
functiei deducem ca multimea punctelor de extrem local este {—2;0}.

Réaspuns corect: b).

10. Aplicand Regula lui 1” Hospital de 2 ori se obtine

. xr—sinx . 1—cosz . sinx 1
L=lim——=1lim — = lim =—.
=0 3 z—0  3x2 z—0 Ox 6

Réaspuns corect: c).

11. Cum panta dreptei BC' este 1, rezulta ca panta inaltimii din A este —1
si atunci ecuatia ei este y = —x+5, de unde m = —1 sin =5, deci m+n = 4.

Réspuns corect: e).

Wl N

12. Din Formula fundamentald a trigonometriei rezultd ca sin®x =

Tinand cont de intervalul dat se obtine sinz = 5

Réaspuns corect: e).

SESIUNEA: IULIE, DATA 14.07.2022 A

1.(8p) Un muncitor taie o scandura cu lungimea de 4 m in 10 bucati, fiecare
bucata fiind cu 6 cm mai lunga decat precedenta. Ce lungime are cea mai lunga
bucata?

a) 61 cm b) 67 ecm c) 70 em d) 73 em e) 79 em
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2.(8p) Care este probabilitatea ca aruncand trei zaruri sa obtinem suma
punctelor 57

1 1 1 1 1
— b) — - d) — -
") To8 )% °) 56 T %
3.(8p) Sa se determine rangul matricei
2 -2 3
-1 0 2
A= 1 -2 5
3 -2 1
3 —4 2022
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) b
4.(9p) Sa se determine numarul matricelor X = ( CCL Z > € My(R) care
satisfac conditiile
31 11
(vs)x=x(is)
sia? + 0%+ + d? = 2022.
a) 0 b) 1 c) 2 d) 4 e) o infinitate

5.(8p) Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie
z1lzg = 21 - 29+ Im(21) - Im(22),

unde pentru z = a + bi, a,b € R, b = Im(z). Sa se determine modulul
simetricului elementului 2 = 2 + ¢ In raport cu aceasta lege.

a) — b) — SR d)1 e) 2v/5

2
6.(8p) Sa se calculeze sin(2x), stiind ca sinz = % six e (g, 7r).
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a) 1 b)

7.(7p) Se dau punctele A(2,3), B(—1,2) si C(3,6). Fie y = mz +n ecuatia
medianei duse din A in triunghiului ABC. Sa se calculeze m + n.

a) —6 b) —4 c)0 d) 4 e) 6

8.(9p) Sa se determine ecuatia asimptotei spre —oco la graficul functiei

f:R—=>R, f(x)=Va?—x+1—-2022z.

1 1
a) y = —2023v + b)y = 2023z — 5 ¢)y=—2021z — 2

d) y = —2021z e) y = —2022z

9.(7p) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei

4
f:(0,00) =R, f(x)=sin(z*-1)——
x
in punctul de abscisa x = 1.
a)y=5r—9 b) y = 6z — 10 c)y=—6x+2

d) y =6z —2 e)y=4r —8

10.(10p) Sa se determine multimea valorilor parametrului m € R astfel
incat
(I —mz)e® <1,
pentru orice x € R.

a) & b) {0} c) {1} d) {2} e) {~1}

11.(9p) Sa se calculeze

(SIE]

/0 (2x — 1) cos(2z) dz .
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1 7r m—1
1 - -
a) b) 5 c)0 d)2 e) 5
12.(9p) Sa se calculeze
2
25
[
) V14 a3
40 10 20 10 40
= b) — = d) — =
3 )5 %3 )3 °%

SOLUTII AC Iulie 2022

1. Observam ca lungimile celor 10 bucati reprezinta primii zece termeni ai
progresiei aritmetice ay, as, ... ay,...deratier =6 cm gi suma S;p =4 m =
400 ¢m. Obtinem ca a; = 13 ¢m si a9 = 67 em.

Deci, cea mai lunga bucata are 67 cm.

Raspuns corect: b).

2. Cum la aruncarea a trei zaruri numarul cazurilor posibile este 6 si in
doar gase dintre ele suma punctelor este 5, adica in cazurile:

(1,1,3), (1,3,1), 3, 1,1), (1,2,2), (2,1,2), (2,2,1),

Ita ca babilitat ta est 1
rezulta ca propabpiliitatea ceruta este — = —.
P 6 36

Raspuns corect: c).

3. Deoarece determinantul de ordinul 3

2 =2 3
-1 0 2
3 —4 2022
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este nenul, rezulta ca rang A = 3.
Réaspuns corect: d).

4. Din ecuatia matriceald din enunt obtinem sistemul

(

3a+c=a+b 20 —b+c=0
3b+d=a+b —a+2b+d=0
a+3c=c+d — a+2c—d=0
b+3d=c+d b—c+2d=0
\
care are matricea asociata
2 -1 1 0
-1 2 0 1
Sl 1 0 2 -1
0 1 -1 2
cu detA =0 si
2 -1 1
-1 2 0
1 0o 2

nenul, deci rangA = 3. Cum sistemul este omogen, rezulta ca el este compatibil
nedeterminat cu a, b, ¢ necunoscute principale si d necunoscuta secundara,
primele trei ecuatii sunt principale si ultima e secundara, deci avem sistemul

20 —b+c=0
—a+2b=—d
a+2c=d
cu solutia @ = —d, b = —d si ¢ = d, care inlocuit# in relatia a® + b +c® +d? =

2022, ne conduce la d = +4/ %, adica doua matrice.

Réaspuns corect: c).
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5.  Cum elementul neutru al legii de compozitie date este 1, simetricul lui

1 1
z = 2+ 1 1l gasim rezolvand ecuatia z L 2’ = 1, de unde rezulta 2’ = 3~ ZZ

dulul —.
cu modulul =

Réaspuns corect: a).

1
6. Din Formula fundamentals a trigonometriei obtinem c& cos? x = 3 Dar
T . 2 . o
T € (5, 7T), de unde rezulta ca cosx = 5 si atunci sin 2x = —1.

Réspuns corect: e).

7. Daca M este mijlocul segmentului BC' atunci M(1,4) si ecuatia lui AM
este y = —x+ 5, deci m = —1gin =5, adica m +n =4.

Raspuns corect: d).

8. Cum lim f(z) = oo, rezulta ca f nu are asimptota orizontala la —oo,
Tr—r—00

deci cautam asimptota oblica la —oco. Avem

. flx) . Vr?—ao+1-2022x
m= lim ——~ = lim =
1 1
z <—,/1——+—2—2022>
r
= lim = —2023
T——00 €T
si
n= lim [f(z)+2023z] = lim (V2?2 —z+1+2x)=
T——00 T——00
1
—xl1=2=
. rr—x4+1—2? , ! < x) 1
= lim = lim ==

$‘>*00w/$2—$—|—1—x T——00 1 1 27
—T l——4+—=+1
T x

1
deci y = —2023z + 5
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Raspuns corect: a).

9. Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa 1 este

y—f1)=f 1) -1).
Cum f(1) = —4iar f'(1) = 6, se obtine y = 6x — 10.

Réaspuns corect: b).

10. Fie f : R —» R, f(z) = (1 — mx)e®. Cum f(0) = 1, rezulta ca
f(z) < £(0), pentru orice € R, deci z = 0 este punct de maxim local pentru
f. Cum f este derivabila in x = 0, rezulta conform teoremei lui Fermat, ca
1(0) = 0.

Dar f'(x) = —me®” + (1 — mx)e® cu f'(0) = —m + 1, de unde se obtine
m = 1 care satisface conditia problemei.

Réaspuns corect: c).

11. Folosind formula de integrare prin parti obtinem:

g . 2 /
/ (2x — 1) cos 2xdx = / (2x —1) (sm2 x> drx =
0 0

Y z
:(2x—1)-sm2 x‘g _/o sin 2xdx =

) o 1 .
s11;7r+51r21 +50052x02:—1.

IVE]

= (r—1)-

Raspuns corect: a).

12. Folosind formula de integrare prin parti obtinem:

/2 LA 2/2 Ly 2/{Z(\/m)’ 3d
—dr = - | ——— - 2%dr = - x®) - xddr =
0o V1+ a3 3Jo 21+ a3 3 Jo

2/ . 2 =
=3 (xdx/l + 23 X / 3x2V1 + 23 d:z:) T+ai=t
0

0 3z2dr=dt

2 9 2 2 9 40
=-(24— tdt) ==(24—=tvt|' ) = = .

Réaspuns corect: e).
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SESIUNEA: IULIE, DATA 17.07.2023 A

1.(7p) Fie functiile f,g : R — R, f(z) = 2> — z si g(z) = 3z — 1. Si se
determine suma solutiilor ecuatiei (f o g)(x) = 0.

a) 0 b) 1 c) —1 d) 9 e) —9
2.(8p) Fie numarul complex z care verifica ecuatia
Z4|z| =2+ 8i.

Sa se determine |z].

a) 289 b) 15 c) 8 d) 23 ¢) 17

3.(9p) La o sedinta cu parintii participa sapte doamne si opt domni, printre

care doamna X si domnul Y. In cate moduri se poate forma un comitet de trei
doamne si patru domni, stiind cd doamna X refuza sa fie desemnata impreuna
cu domnul Y?

a) 277200 b) 1925 c) 525 d) 2450 e) 5040

4.(10p) Fie (xo, Yo, 20) 0 solutie nebanala a sistemului liniar omogen
rT+2y+2=0
20+9y+2=0 .
z—3y+22=0

Sa se determine valoarea raportului

ZoYo + Tozo + Yoo
x§ + yi + 23
37 47 37 47

a) o b) —E c)0 d) —E e) o

5.(8p) Sa se determine rangul matricei

3 1 4 2
A=12 -1 1 3
1 0 11

N O Ot
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e)b

b) 2 c) 3

6.(7p) Sa se descompuna in factori ireductibili peste Zs polinomul
f=X"4+2X% 44X +3 € Z5[X].

a) (X +4)2(X2+ X +1) b) (X 4+ 4)(X +2)(X2+1)

) (X +2)(X +3)(X2+1) d) (X +2)2(X2+ X +1)

e) (X +2)(X +4)(X2+ X +1)
7.(8p) Fie vectorii @ =i+ (a+1)],0 = —bi +47,% = (2a+4)i — 4bj, unde
a,b € R. Daca i + ¥ = w0, sa se calculeze a + b.

c)0

d) -1 e) 1

a) —2 b) 2
8.(9p) Sa se calculeze diatanta de la O(0,0) la simetricul punctului A(4, 2)

fata de punctul B(—1,1).
c) 3v/10 d) V2 e) 6

9.(8p) Sa se determine ecuatia asimptotei spre —oo la graficul functiei
fi(=00,—2) = R, f(z) =V4r2 +1 — Va2 + 2x.
b)y:x—l c)y:x+1

e)y=-x

10.(8p) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functiei

f:(0,00) = R, f(z) =2+2Vx

in punctul de abscisa zy = 1.
a) y =br —2 b) y =3z c)y=2zr+1
e)y=>5—2x

d)y=3z+2
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11.(8p) Sa se calculeze

12.(10p) Graficul unei primitive F' a unei functii continue f : [-2,2] — R
este dat in figura de mai jos. Cate dintre afirmatiile de mai jos sunt adevarate?

L I —y—y )

(7i17) /Qf(x)dx =3

(v) f(z) <0,Vx € (—1,1)

d) 4 e)b
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SOLUTII AC Tulie 2023

1. Avem (fog)(x) = f(g9(x)) = (9(x))* — g(z) = 92* — 9z + 2. Atunci suma
solutiilor ecuatiei 922 — 92 + 2 = 0 este x; + x5 = 1.

Réaspuns corect: b).

2. Notam z = a +ib, de unde z = a — ib i |z| = Vva? + b%. Ecuatia devine
a—1ib+Va?+b>=2+8i.
Prin identificarea partilor reale, respectiv imaginare obtinem sistemul

{a+¢ﬁ:ﬁ:2
b=-8

Rezulta va? 4+ 64 =2 —a cu 2 —a > 0. Prin ridicare la patrat gasim a = —15
siin final |z| = 17.

Réaspuns corect: e).

3. Dintr-un grup de n persoane se pot alege k persoane in C* moduri.
Atunci, fara restrictii, ar i C2 moduri de a alege doamnele si C§ moduri
de a alege domnii. Conform ”regulii produsului”, avem C2 - C§ moduri de
a forma comitetul respectiv (fara restrictii). Din acest numar vom scadea
cazurile "nefavorabile”, adica cele in care doamna X gi domnul Y fac parte din
comitet: CF - C2 (deoarece mai raman de ales doud doamne din sase si trei
domni din restul de sapte). Rezulta 1925 de moduri.

Réaspuns corect: b).

4. Notam z = zy. Atunci sistemul dat devine

T+ 2y = —2
T — 3y =—2z
L. 20 . 720 oy . e
Reducem pe x si gasim yo = = apoi rg = 5 ce verifica ecuatia nefolosita.
A A . . 37
Prin inlocuirea in expresie obtinem —

Réaspuns corect: d).



362 CULEGERE DE PROBLEME

5. Minorul de ordinul 3 format din primele doua coloane si ultima coloana
este nenul, deci rangul matricei este 3.

Raspuns corect: c).
6. Folosind schema lui Horner, verificam daca elementele lui Z5 sunt radacini

ale polinomului dat. G&sim c& doar 1 si 3 sunt rid&cini. Mai mult, rezulti
descompunerea

f=(X-DX-3NX’+X+1)=(X+DH(X +2)(X>+ X +1),

unde X2 + X + 1 este ireductibil deoarece este polinom de gradul doi fara
radacini in Zs.

Réaspuns corect: e).

7. Avem
G+7=(1-0b)i+(a+5)].

Prin identificarea cu coordonatele lui w obtinem conditiile
1—-b=2a+4, a+ 5= —4b.
Rezulta a = —1,b= —2, deci a + b = —2.
Réaspuns corect: a).

8. Folosind formula mijlocului unui segment obtinem ca simetricul lui A
fata de B este punctul C'(—6,0). Atunci OC = 6.

Raspuns corect: e).

9. Folosind ca vVa? = |z| = —x pentru z < 0, avem

1 2
lim f(z)= lim —x<\/4—|——2—\/1—|——):oo(2—1):oo,
T——00 T——00 xT T

deci nu exista asimptota orizontala spre —oo.
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Cautam asimptota oblica y = mx + n, unde

lim _f(x) = lim = —1,
r——00 I T——00

xl_i)r_noo(f(x)—mx):xl_i)r_rloo(\/4x2+1—\/x2+2x+x)
lim (VA2 T+20) = lim (Va5 20+ 2)

—x(\/ll—l—z%—\/l—l—%) .
x

T——00 T——00
! 1 I 2z
im —— — lim —
=0 \/4x? + 1 —2x r=-0 /2?2 +2x —=x
1 2z

S IR ) (Vi)

0+1=1

Rezulta y = —x + 1.

Réaspuns corect: d).

10. Avem f'(z) = 1+ \/LE Panta tangentei este m = f’(1) = 2. Cum
f(1) = 3, ecuatia tangentei va fi y — 3 = 2(z — 1), adica y = 2z + 1.

Réaspuns corect: c).

11. Folosim de doua ori formula de integrare prin parti cu

—2z d 6723/‘ d Y 2z 1( —2z)/
= —_— 1 _—
(& T B , adlca e = 5 €

Réaspuns corect: d).
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12. Avem:

(i) Adevarat din definitia primitivei.

(11) © = 1 este punct de minim al functiei derivabile F. Din Teorema lui
Fermat rezulta ca F'(1) = 0, deci f(1) = 0. Mai mult, din grafic, F'(1) = 0.
Deci adevarat.

(vi1) /02 f(z)dx = F(2) — F(0) =5 — 2 = 3, deci adevarat.

) [ @) Fa)do= [ Fa)- Fl)do = 3P0, = 522 - #) = -0
adevarat.

(v) Pe intervalul (—1,1) functia F este descrescatoare, deci F'(z) < 0, adica
f(z) <0 pentru orice € (—1,1). Astfel si ultima afirmatie este adevarata.

Raspuns corect: e).

SESIUNEA: IULIE, DATA 22.07.2024 A

1.(8p) O parabold y = x? + bz + ¢ are varful in punctul de coordonate
(—1,2). Calculati b+ c.

a) 0 b) 1 c) 5 d) 2 e) 3
2.(8p) Daca numarul complex z satisface relatia

|z —i]® + |z — 2i|* = |z — 3i]%,
atunci |z| este egal cu

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e) b

2 0

3.(8p) Fie matricea A = [ 5 4

} . Dacd A™' = @A + BI,, unde a, B € R,

iar I este matricea unitate, atunci valoarea raportului — este
o}
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4.(10p) Fie sistemul

r+4dy+3z2=1
20 —y—32=2 .
3x+2y—2=3

Care dintre urmatoarele relatii este verificata de toate solutiile sistemului?

a) 22 —y? — 22 — 42 =2 b)z+y+z=1
o)t +yP+22=1 d)r+y?—2*=1
e) B’ +y+22=4z+1

5.(8p) Fie polinoamele f = X3 +2X% — X —5gi g = X? + 1. Determinati
catul ¢ gi restul r ale Impartirii lui f la g.

a)c=X+2,7r=0 b)e=X2+1,r=X+2
Q)e=X+2,r=—2X-T d)e=—2X—T,r=X+2
e)ce=X+1,r=-2

6.(8p) Calculati perimetrul triunghiului ABC), stiind ca M(1,1), N(5,—1),
P(3,5) sunt mijloacele laturilor sale.

a) 4v/5 b) 12v/5 ¢) 85 + 410
e) 8v/5 + 12 f) 6v/5 + 14

7.(9p) Fie functia f: R - R, f(x) = e™* + 22 + 3. Scrieti ecuatia tangentei
la graficul functiei f in punctul de abscisa xg = 0.

a)y=x+06 b)y=xz—-6 c)y=3r+4
d)y=x+4 e)y=3r—06

8.(7p) Calculati limita

i C, +nC; +n°Cp +--- +n" 'O
1m .
n—o0 OO + (n—1)Cl |+ (n—1)2C2_, + -+ (n—1)"1C"~]

2) 0 b)%

c) 1 d)e e) 0o
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9.(9p) Determinati multimea valorilor parametrului real m pentru care
. 2 v . . . .
ecuatia e — mx = 0 are doua solutii reale si distincte.

a) & b) (—Vv2e,v2e) ¢) (—00,0)
d) [_\/%a \/%] e) (_OO> _\/%) U (\/%7 OO)

10.(8p) Calculati / (2x 4+ 1) Inx dx.
1

e2+3 e+3 e —2 e2+1 e+1
a) 5 b) 5 c) 5 d) 5 e) 5

11.(7p) Determinati valorile parametrilor reali a,b, ¢ pentru care functia
F:R — R, F(z) = ax+(bx?+c) arctg z este o primitiva a functiei f : R — R,

f(x) =z arctg .

1 1 1 1 1
a)a=——=,b=c== bla=b==,¢c=—= ca=b=c=—-
2 2 2 2 2

1 1

d)a=b=c== e)a=c==,b=—=

2 2 2

12.(10p) Cate numere de 7 cifre contin exact o cifra de 1, exact doua cifre

de 2 si exact trei cifre de 37

a) 420 b) 2880 ¢) 2940 d) 3780 e) 20160

SOLUTII AC Tulie 2024

1. Parabola data este graficul functiei de gradul al doilea f : R — R,

f(z) =2*+bx +c.
b b
=——=—1,decib=2. Apoi f(-1)=1—-b+c=2,de

Avem xV:—Q— =3
a

unde ¢ = 3. Rezulta b + ¢ = 5.
Raspuns corect: c).
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2. Notam z = a +ib, a,b € R, deci |z| = va? + b?. Calculand modulele,
relatia data in enunt devine
a?+(b—-12+a®+(b—-2)%*=a’+(b—3)>
Rezulta a? + b? = 4, deci |2| = 2.

Réaspuns corect: b).

3. Avem tr(A) = 6 si det(A) = 8. Atunci relatia Cayley-Hamilton devine

A? = 6A — 81,. Inmultim cu A~! si avem A = 61, — 8A~!, de unde
1 6

Al = A4 -1,

SR

1 6
Astfel o = —3 sif= 3’ iar g = —6.
Réaspuns corect: b).

4. Notam z = t. Atunci sistemul dat devine

r+4y=1-3t —2r — 8y =—-2+46t
20 —y=2+4+3 & 2r—y=2+31
3r+2y=3+1 3r+2y=3+1
Reducem pe z din primele doua ecuatii si gasim y = —t, apoi x = 1 + ¢.

Ultima ecuatie devine 3 + ¢ = 3 + ¢, deci sistemul are o infinitate de solutii
(x,y,2) = (1 +t,—t,t),t € R. Prin inlocuirea in expresiile date, obtinem ca
solutiile gasite verifica relatia de la a).

Raspuns corect: a).

5. Efectuam Impartirea ca mai jos si obtinem catul X + 2 si restul —2X —7.

X34+2X%2 - X —5|X2+1
— X3 - X X +2

2X?2 -2X -5
—2X?2 -2
—2X -7

Réaspuns corect: c).

6. Deoarece punctele M, N, P sunt mijloacele laturilor triunghiului, M N,
NP, PM sunt linii mijlocii. Atunci perimetrul triunghiului ABC'" este dublul
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perimetrului triunghiului M N P. Folosim formula distantei dintre doua puncte
si obtinem MN = 2v/5, NP = 2y/10, PM = 2/5.

Raspuns corect: c).

7. Avem f'(x) = —e™® + 2. Panta tangentei este m = f’(0) = 1. Cum
f(0) =4, ecuatia tangentei va fi y — 4 = 1(x — 0), adica y = x + 4.

Raspuns corect: d).

8. Folosim binomul lui Newton. Avem

(14+n)"=1+Cn+Cn*+---+C'n"
=1+ n(C+nC>?+n*C3 +--- +n"'CP),

(14+n)"—1

adica la numaratorul limitei avem . La numitor este exact dezvol-

n
tarea [1 + (n — 1)]"~! = n""!, deci limita devine

(1+n)"—1

. 1\" 1
——— = lim 1+42) ——|=e—-0=c¢.
n—00 nn n—00 n nn

lim

Raspuns corect: d).

9. Observam ca x = 0 nu este solutie a ecuatiei si impartim la z. Ecuatia

2

devine £ m = 0. Vom folosi girul lui Rolle pentru ecuatiile f(x) = 0 si
x
g(xz) =0, unde

22

fi(=00,0) = R, f() = — —m,

respectiv .
g:(0,00) = R, g(x) = % —m.
Avem PP
) =) = TEEZD,
x
care egalat cu 0 da solutiile 1 = ———= si 9 = i Mai mult,

V2 V2
lim f(z) = —o00, f(z1) = —V2e —m, lim f(z) = —oo,

T—r—00
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lirr(l)g(x) = 00, g(x2) = V2e —m, lim g(z) = oco.
T—

T—r00

Rezulta girul lui Rolle pentru f(x) = 0:
—, semn(—v2e —m), —,
respectiv girul lui Rolle pentru g(x) = 0:
+,semn(\/2_—m),+.

Deducem ca ecuatia data are exact doua solutii reale gi disticte daca si numai

dacs (—v2e —m)(v2e —m) > 0.
Raspuns corect: e).

10. Folosim formula de integrare prin parti:
/ 2z +1)-Inzde = / (2*+z) -Inzdr
1 1
e ¢ 1
= (22 +2) lnx‘l — / (2% + x)— dx
1 x

= (62+e)lne—(12+1)1n1—/‘(x+1)d:c
1

z? ¢ e? 1

= +e—0— =4z =e’+e———et+=+1
2 1 2 2

B e +3

= 5

Raspuns corect: a).

11. Functia F este derivabila. Pentru a fi primitiva lui f mai trebuie ca
F'(z) = f(x), pentru orice x € R, adica

—b
a+ b+ 2bx arctgx + 02 1 = zarctgz,Vr € R.

X

Rezulta conditiille c —b=0,2b=1,a+b=0,deunde b=c= -, a = ——.

2

DO =

Raspuns corect: a).
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12. Observam ca exact o cifra a unui numar cu proprietatea din enunt nu
este 1,2 sau 3. Reformulam problema astfel: ”Cate numere de 7 cifre contin
exact o cifrd de 1, exact doua cifre de 2, exact trei cifre de 3 si exact inca o
cifrd din multimea M = {0,4,5,6,7,8,9}7”

Atunci exista C1-C2-C3-C} = 420 modalitati pentru fiecare alegere a cifrei
din multimea M, adica 420 - 7 = 2940 aranjari de cifre cu proprietatea ceruta,
dintre care C§ - C2 - C3 = 60 incep cu 0. Rezulta ca vor fi 2940 — 60 = 2880

numere.

Raspuns corect: b).
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